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KAPITEL 1

Einfiihrung

e Klassische Physik (<1900):
Mechanik, Elektrodynamik, Thermodynamik, Statistische Mechanik = Makrophysik

e Beobachtung mikroskopischer Phinomene (~1900-1920):
Photoelektrischer Effekt, Schwarzkorperstrahlung, diskrete Spektren bei Energieabsorpti-
on und Emission an Atomen, Interferenz von Materie-Strahlen (Elektronen am Doppel-
spalt)

Wir beobachten eine wechselseitige Unvertraglichkeit der Theorien in Grenzgebieten:

e Spezielle Relativitatstheorie:
Mechanik: Galilei-Transformation
Elektrodynamik: Konstante Lichtgeschwindigkeit

e Quantentheorie des Lichts:
Elektrodynamik: Wellenmoden des Photonfeldes
Statistische Mechanik: Schwarzkorperstrahlung

1.1 Teilchennatur elektromagnetischer Wellen

Planck’sches Strahlungsgesetz:

Wir betrachten die Strahlung eines schwarzen Korpers (Hohlraum mit Kantenldnge L und Vo-
lumen V = L3) einer Temperatur 7' mit Randbedingungen

OE,

Mit diesen Randbedindungen erhélt man stehende Wellen mit folgenden Komponenten des elek-
trischen Feldes:

Euy (x) = B, sin(kyz1) sin(kows) sin(kgzs) mit &y = n% n; € N. (1.2)

Die Anzahl an Eigenschwingungen bis Frequenz w (Modenkugel)! lautet
1 (4w wL\? VoWl
Nw=Q2)==)|—) =—5=— 1.3
() <)8<3)<7TC> w23 3 (13)

'Der Faktor 2 stammt daher, dass man fiir jedes k mit Eigenfrequenz w = c|k|, zwei linear unabhingige
FEigenschwingungen findet.
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und somit entspricht die Anzahl dN an Moden im Energiebereich der Kugelschale [w,w + dw]
AN _ |, o
dw — 72e3

Daraus ergibt sich folgende Energiedichte pro Frequenzintervall (Energie kgT pro Oszillator):

kT

(1.4)

1 2
u(w,T)dw = Vk:TdN = 53w dw (1.5)
Die Gesamtenergiedichte
o0
U= / dw u(w,T) (1.6)
0

divergiert hingegen bei grossen Frequenzen. Dies fithrt zur sogenannten UV-Katastrophe, welche
im Widerspruch zu empirischen Beobachtung (Wien’sches Gesetz) steht. Es gelte ndmlich
lim u(w,T) = Aw?e 97 (1.7)

wWw—00

wo A, g konstant sind. Planck gelang es jedoch mithilfe einer Interpolations-Formel die beiden
Bereiche zu vereinigen. Jene Formel nennt man das Planck’sche Strahlungsgesetz

w? hw
72¢3 ehw/kKT

u(w,T) = (1.8)

mit A =1.04-10734Js und k = 1.34 - 102 J/K.

\
\
N\
<\

Licht

AVAVAVAV

Elektron

NN N NN

Eyin

w

NN\ N
NN NN N

L

(a) (b)
Abbildung 1.1: (a) Photoeffekt, (b) Hohlraumstrahlung

Planck’sche Hypothese:
Im Hohlraum kann man annehmen, dass die Zustdnde des Strahlungsfeldes einer Boltzmann-
Verteilung folgen. Die Wahrscheinlichkeit w,, ein Elektron in einer Schwingungsmode der Fre-
quenz v mit Energie F,, = nhr aufzufinden ist gleich

e PEn 1

it = —. 1.
7 Mt 8= (19)

Im Nenner tritt die sogenannte Zustandssumme Zg auf, welche so gewahlt wird, dass die Wahr-
scheinlichkeiten w,, sich zu eins addieren. Aufgrund von F = nhv kann man Zz als eine geome-
trische Reihe schreiben:

Wp =

o0 oo oo 1
2:—En_§:—En_§:—hV _
n=0 n=0 n=0
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Die mittlere Energie der Schwingungsmode mit Frequenz v lautet dann

_ - dlog(Zp) hv
E(T,v) =) Eyw,=-— 95 = T (1.11)
n=0

Multipliziert man die mittlere Energie mit der Zustandsdichte, so erhélt man wieder das Planck’sche
Strahlungsgesetz (1.8).

Photoeffekt:

Strahlt man Licht mit Frequenz w auf eine Metalloberflache, beobachtet man, dass die Elektronen
mit folgender maximalen kinetischen Energie emittiert werden:

Eyxin = hyy — W (W = Austrittsarbeit). (1.12)

Licht ist somit, wie Albert Einstein postulierte, mit Energien hw quantisiert. Das Elektron
wird nur aus dem Material herausgestossen, wenn die Energie des Photons die Austrittsarbeit
tiberschreitet (siche Abbildung (1.1a)).

1.2 Welleneigenschaften der Materie

Beim Ausfiihren eines Doppelspalt-Experiments mit Elektronen oder Atomstrahlen wurde ein In-
terferenzmuster beobachtet. Wenn man annimmt, dass die Wellenlénge der nicht-relativistischen
Teilchen A = 27h/p betriagt, dann erhélt man fiir Elektronen zum Beispiel folgende Wellenlén-

gen:
2mh 2mhe 1.22 nm

P \V2m@ (P2m)  /BranleV]

Experimentell wurde der Wellencharakter der Elektronen an der Reflexion an Nickel-Einkristallen
gezeigt (Nobelpreis 1937, Clinton Davisson).

A=

(1.13)

1.3 Diskrete Energieniveaus

Im Franck-Hertz Versuch wurde experimentell die Existenz diskreter atomaren Energienive-
aus gezeigt. Der Versuchsaufbau ist in Abbildung 1.2a zu sehen. In einer mit Quecksilberdampf
gefiillten Rohre befinden sich eine Gliithkathode (K) welche Elektronen emittiert, eine Anode
(A) und ein Gitter. Auf dem Gitter liegt eine Spannung V' relativ zur Kathode an, wodurch die
Elektronen darauf hin beschleunigt werden. Zwischen dem Gitter und der Anode liegt eine um-
gepolte Spannung AV an, wodurch die Elektronen wieder verlangsamt werden, und die Anode
nur noch erreichen kénnen, wenn ihre Energie hinter dem Gitter mindestens e AV ist.

Erhoht man die Spannung V', dann nimmt der gemessene Strom zunéchst zu, da mehr Elektro-
nen an der Anode ankommen. Wie in 1.2b ersichtlich, fallt der Strom dann bei einer Spannung
von 4.9V aber plotzlich ab. Dieses Resultat kann dadurch erkliart werden, dass das Quecksilbe-
ratom diskrete Energieniveaus besitzt: Wenn die kinetische Energie eines Elektrons am Gitter
der Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und einem erregtem Zustand des Quecksilbe-
ratoms entspricht, dann kann es das Quecksilberatom anregen. Dadurch gibt es Energie ab und
kann aufgrund der negativen Gegenspannung die Anode nicht erreichen. Ansonsten findet keine
Energietlibertragung statt und die Energie des Elektrons wird in einer elastischen Kollision nicht
verandert.

Die wiederholten Minima stammen daher, dass ein Elektron bei geniigend hoher Spannung V'
mehrere inelastische Stosse durchgehen kénnen und damit ein Vielfaches an 4.9 eV abgeben kann.
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Somit wurde (neben der beobachteten diskreten optischen Spektra) mit der Elektronenstossanre-
gung gezeigt, dass Atome Energie nur in bestimmten Energiequanten aufnehmen kénnen, welche
der verallgemeinerten (Balmer-)Formel

1 1
hsz(—), mit R€R und m,neN (1.14)

n?2 m?2

gehorchen.

I Gitter
|

l
— 10
v 49V

(a) (b)

Abbildung 1.2: (a) Experimenteller Aufbau des Franck-Hertz Versuchs, (b) Strom I als Funktion
der Spannung V'; Energieabsorptionsspektrum im Quecksilber-Dampf.
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Wellenmechanik

2.1 Wellenfunktion

Aus der Interpretation der Elektronenbeugungsexperimente geht hervor, dass materielle Teil-
chen, analog zu Licht- und Wasserwellen, Interferenzmuster erzeugen kénnen und somit eine
klare Dualitdt zwischen Teilchen und Wellen existiert. Welleneigenschaften wie Frequenz und
Wellenldnge werden mithilfe der Einstein-De-Broglie Bezichungen mit den Teilcheneigenschaf-
ten, wie Impuls und Energie, in Verbindung gebracht.

Einstein-De-Broglie Beziehungen: Einem Teilchen mit Energie E und Impuls p wird eine Welle
mit der Kreisfrequenz w = E/h und dem Wellenvektor k = p/h zugeordnet. Dieser Zusam-
menhang wird in den Finstien-De-Broglie Beziehungen festgehalten:

E=hf=h und p=nhk (2.1)

Die assoziierte Wellenlénge fiir Teilchen mit Masse, welche sich direkt aus den Einstein-De-
Broglie Bezichungen ergibt, ist die sogenannte De-Broglie Wellenlinge:

k| pl mw
Dabei gilt die zweite Beziehung nur im Falle einer nicht-verschwindenden Ruhemasse. In den
meisten Fillen sind die Wellenldngen der materiellen Wellen so klein, dass man den Wellencha-
rakter der Teilchen vernachlissigen kann und man sie,wie iiblich in der klassischen Physik, als
einfache Punktteilchen betrachten kann.

Gedankenexperiment: Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

Als Ansatz fiir die Elektronenwelle ¢ (x, t) verwenden wir eine ebene Welle mit den Eigenschaften
der Einstein-de-Broglie Beziehungen, d.h. die Wellenfunktion hat die Form

Y, t) = Ce!F®=) it w=E/h, k=p/h (2.3)

Ebene Wellen sind uns bereits aus der Elektrodynamik bekannt, wo sie als Losung der Wel-
lengleichung fiir Elektromagnetische Wellen hervorkamen. Um die physikalische Bedeutung der
Wellenfunktion fiir Teilchen zu untersuchen, betrachten wir ein Beugungsexperiment. Der Auf-
bau des Gedankenexperiments ist in der Graphik (2.1) skizziert. Von der Quelle aus gelangen
die Elektronen durch den Doppelspalt auf einen Schirm, welcher die Informationen iiber das
auftreffende Elektron misst. Wird Spalt 2 abgedeckt, dann gelangt die Elektronenwelle allein
durch Spalt 1 und auf dem Schirm wird eine Verteilung p; = |¢1(z, t)|2 gemessen. Entsprechend
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Doppelspalt Schirm

1

&

Quelle

-

Abbildung 2.1: Aufbau des Beugungsexperiment. Wir betrachten hier zwei synchrone Punkt-
quellen 1 (x,t) und ¥9(x,t)

misst man, wenn Spalt 1 abgedeckt ist und die Welle allein durch Spalt 2 gelingt, eine Verteilung
pa(x) = |tho(a, t)|?. Sind dagegen beide Spalten offen, ergibt sich auf dem Schirm ein Interfe-
renzmuster und man stellt fest, dass die Verteilung nicht gleich der Summe der von Spalt 1 und
Spalt 2 erzeugten Verteilungen

pr2(x) # pr(x) + pa(x) (2.4)

ist, wie im Falle von klassischen Teilchen zu erwarten wéare. Um aus dieser Erkenntnis eine
Schlussfolgerung zu ziehen, wollen wir an die Interferenzerscheinungen bei Wellen, genauer bei
Licht, erinnern. Dort misst man am Schirm, anstatt einer Verteilung der Teilchen, die Lichtin-
tensitdt, welche proportional zum Quadrat der Amplitude des elektrischen Feldes ist. Ist nur
Spalt 1 offen, ergibt sich am Schirm eine Intensitéitsverteilung Ij(x) = |Ey(a,t)|* und, falls
nur Spalt 2 offen ist, In(x) = |E(x,t)|*. Das Gesamtfeld, wenn beide Spalten offen sind, ist
Eiy(xz,t) = Ei(x,t) + E2(x,t) und die Gesamtintensitéit lautet

Ly(x) = |Ea(,t)|* = |E1(z,t)]* + | Eo(x, t)|> + 2Re(E? - Es) (2.5)

3 %
B (P

Abbildung 2.2: Graphische Darstellung der verschiedenen Resultate

Der Vergleich mit dem Elektronenexperiment liefert die Erkenntnis, dass die Verteilung, wenn
beide Spalten offen sind, analog zu den Lichtwellen durch einen Ausdruck der Art (2.5)

pra(@, 1) = [¥r(@, 1) + do(x, 1) (2.6)

beschrieben werden kann. Somit ist die Wahrscheinlichkeit des Auftreffens eines Elektrons genau
gleich verteilt wie die Intensitét der Lichtwellen. Die Wellenfunktion v (a,¢) kann somit als

10
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Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Aufenthalt des Teilchens interpretiert werden und es ldsst
sich folgende Hypothese formulieren

Wabhrscheinlichkeitsverteilung: Die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron an der Stelle & auf
trifft wird durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(e, t) = | (, )|* (die sogenannte Wahr-
scheinlichkeitsdichte) beschrieben und fiir ein Teilchen im Volumenelement d®z am Ort @ zur
Zeit t gegeben durch p(x,t)d3z. Fiir ein 1-Teilchen System soll die Wahrscheinlichkeit ein
Teilchen irgendwo im Raum zu finden auf eins normiert sein:

i dBrp(x,t) =1 (2.7)

Es soll angemerkt sein, dass die Interferenzerscheinung kein Vielteilchenphdnomen (viele gleich-
zeitig einfallende Elektronen) ist, sondern auch bei kleinen Intensitdten (wenigen Elektronen bis
zu einzelnen) auftritt!.

2.2 Schrodingergleichung fiir freie Teilchen

In diesem Abschnitt wollen wir anhand von freien Teilchen und den Erkenntnissen des Gedanken-
experimentes eine Bewegungsgleichung 2 aufstellen, welche folgenden Anforderungen gehorchen
soll:

e Linear in ¢: Unsere Bewegungsgleichung muss dem Wellensuperpositionsprinzip gehor-
chen. Sind v (x,t) und ¥9(x,t) zwei Losungen der Bewegungsgleichung, dann muss auch
die Linearkombination v (x,t) + to(x,t) eine Losung sein. Diese Bedingung resultiert in
die beobachteten Interferenzeffekte.

e Erste Ordnung in ¢: Wir verlangen, dass anhand einer Anfangsbedingung i (x,t = 0)
die Wellenfunktion v («,t) eindeutig aus der Bewegungsgleichung bestimmt werden kann.

e Homogen: Aus der Linearitéit sind Terme mit hoherer Potenz nicht erlaubt.? Die Homo-
genidt gewahrt die Erhaltung der Norm:

6l = [ @ 0P endich

Die Wellenfunktion v (a, t) muss somit quadratintegrabel sein.

e Nicht-Relativisitsch: Wir betrachten den nicht-relativistischen Grenzfall dieser Bewe-
gungsgleichung und haben somit die klassische Energie-Impuls Beziehung

2
E = % + V(z) fiir freies Teilchen V(z) =0
m
und nicht E = y/mjc* + p?c2. Die quantenmechanische Beschreibung der relativistischen

Physik fithrt zur Quantenfeldtheorie.

Anhand der Einstein-De-Broglie Bezichungen wollen wir jetzt heuristisch die Schrédingerglei-
chung herleiten. Zusétzlich zu den oben genannten Anforderungen verlangen wir, dass eine ebene
Welle der Art

Y(x,t) = Cellkawt) (2.8)

!Eine ausfiihrliche Beschreibung der auftretenden Phinomene kann im Feynman Band I1I, Kapitel 1 nachge-
lesen werden

2Zur Erinnerung: Eine Bewegungsgleichung ist eine Gleichung welche die réumlich und zeitliche Entwicklung
eines Systems unter dusseren Einfliissen vollstdndig beschreibt.

3Quadratische Terme wie 12 sind ausgeschlossen, jedoch sind Terme ° wiederum erlaubt. Nimmt man die
Bedingung der Homogenitét hinzu sind nun nur noch Terme einfacher Potenz erlaubt, also 1.
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2. Wellenmechanik § 3. Alternative Losung der Schrodingergleichung (Gausssche Wellenpakete)

eine Losung unserer Bewegungsgleichung ist. Die ebene Welle (2.8) kann mit den Einstein-de-
Broglie Beziehungen (und E = p?/2m) in folgende Form gebracht werden

(@, t) = Cexp(;(p - Et)) _ cexp@ <p o 2’:)) (2.9)

Mithilfe der zeitlichen Ableitung

0 i p? iR,
ot (x,t) = —ﬁ%l/}(a%t) = ﬁ%v Y(x,t)

erhalten wir die zeitabhdngige Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen:

h2
" 2m

ih%w(m,t) = Bz, t) = V2i(x, t) (2.10)

Bewegt sich das Teilchen nicht frei, sondern unter Einfluss eines Potentials V(x), fiigt man
einen Term der rechten Seite hinzu und erhélt damit die allgemeine Form der zeitabhéingigen
Schrédingergleichung

Zeitabhingige Schrédingergleichung (in Ortsbasis): Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunk-

tion ¢ (x,t) fiir ein Teilchen unter Einfluss eines Potentials V' (x) wird durch die zeitabhéngige
Schrédingergleichung;:

2
ihaatw(m,t) = Ey(z,t) = <—;nv2 + V(m)) Y(x,t) (2.11)

beschrieben.

Bemerkung: Wir werden sehen, dass es, wie bereits in der klassischen Mechanik, (Lagrange-
und Hamiltonmechanik) analoge Formulierungen der Quantenmechanik gibt. Darunter sind
die Matrix-Mechanik durch Werner Heisenberg und die Pfadintegralformulierung durch Ri-
chard Feynman nennenswert.

2.3 Alternative Losung der Schrédingergleichung (Gausssche Wellenpakete)

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer alternativen Losung der freien Schrodingerglei-
chung befassen. Der Grund dafiir ist, dass wie wir sehen werden, ebene Wellen der Art (2.8),
sich nicht zur Beschreibung von klassischen Teilchen eignen. Dazu betrachten wir zunéchst die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

p= (@, 1) = P (2.12)

Wie wir sehen, ist diese im gesamten Raum gleich. Das bedeutet, sie erfiillt die Bedingung
der Quadratintegrabilitdt nicht und definiert streng genommen keinen physikalisch sinnvollen
Teilchenzustand (der genauere Grund wird spéter mit der Heisenberg’schen Unschérferelation
klar), sondern entspricht einer idealisierten Welle. Vielmehr haben lokalisierte Zusténde eine be-
schrénkte rdumliche Ausdehnung und kénnen somit nicht in der Form (2.8) beschrieben werden.
Stattdessen wollen wir das Teilchen mithilfe eines endlichen Wellenpaketes beschreiben, welches

4Als einfaches Beispiel, kann man sich ein Teilchen in einer Box mit Volumen V vorstellen. Aus der Normie-
rungsanforderung [, d3zC? = 1 erhalten wir fiir C = 1/4/V die Wahrscheinlichkeitsdichte p = 1/V welches im
gesamtem Raum der Box gleich ist.

12



2. Wellenmechanik § 3. Alternative Losung der Schrodingergleichung (Gausssche Wellenpakete)

(. 0)
—t=0
s i
3. Fourier N
d
p T

Abbildung 2.3: Gaussches Wellenpaket in Orts- und Impulsdarstellung. Die Standardabweichung
des Ortsraumes ist invers proportional zur Standardabweichung im Impulsraum. Konkret sind
also lokalisierte Gaussche Wellenpakete im Ort, delokalisiert im Impuls.

mithilfe der Fourier-Transformation als Superposition ebener Wellen verschiedener Wellenlén-
gen und Phasengeschwindigkeiten aufgefasst werden kann. In drei Dimensionen nimmt solch ein
Wellenpaket die folgende Form an:

i

vty [ epetetdn o v = gl [ ewen(fmee - E0)a
(2.13)

Diese eignen sich besser zur Beschreibung eines Teilchens als die ebenen Materiewelle der Art (2.8),
denn charakteristische Eigenschaften eines klassischen Teilchens kénnen wie folgt direkt abgele-
sen werden:

e Die Teilchengeschwindigkeit v entspricht der Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets vg
e Der Wellenvektor des Gruppenzentrums k bestimmt den Teilchenimpuls p = hk
e Das Wellenpaket ist lokalisiert

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wellenfunktion (2.13) zu bestimmen, betrachten wir
nun einfachheitshalber ein eindimensionales Gaussches Wellenpaket:

e(p) = Aexp(— (p —po)2d2/ﬁ2) (2.14)

Die Wellenfunktion (2.13) hat somit eine Amplitudenverteilung C(p) welcher der Gaussvertei-
lung (2.14) entspricht?.

Bemerkung: Als Erinnerung, eine Gaussverteilung hat die Form

1 (z — p)?
2) = - — 2.15
f (2|, 0%) s exp ( 552 00 < x < 00 (2.15)

2

Mit dem Erwartungswert p und der Varianz o

Wir definieren die Grossen:

&2t 2 &2p?
: p=2L0 4 = C00 (2.16)

=12t 2 o

®Die Verallgemeinerung ist trivial, da in drei Dimension sich die drei eindimensionalen Gausschen Wellenpa-
kete einfach faktorisieren
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2. Wellenmechanik § 4. Orts- und Impulsraum

Mit einer quadratischen Ergénzung erhalten wir fiir unsere Wellenfunktion (2.13) mithilfe von (2.14)

und (2.16):
A [ AN
’(p(:l:,t) = M . dpeXp (—a (p — a) + E — C> (217)

Verwende das Gauss Integral ffooo dz exp(—aa;Q) = /r/a:

W, t) = 2ih\/?e p<b2 —c) = () = <2;:i)2|z|exp<2Re <b2_a2“0>> (2.18)

Definiere weiterhin:

v=L0 wd A=_"" (2.19)
m

Mit der Normierung [ dz|y(z, t)|* = 1 erhélt man A = v/87d? fiir unsere Normierungskonstante
und wir erhalten schlussendlich die Wahrscheinlichkeitsdichte:

¥ (z, 1)) = (2.20)

(z — vt)?
d/2m (1 + A2 2d2 1+ A?)
Wir erkennen, dass wir im Ortsraum also wieder eine Gauss-Verteilung erhalten. Fiir die Orts-
koordinate erhalten wir fiir den Erwartungswert und die Varianz

(x) =p= /00 lp(z, t)Pe =vt und Az = o =1/(22) — (2)* = d\/(1 + A2)

—00

Diese zwei Grossen kann man auch direkt aus dem Vergleich von (2.15) mit (2.20) herauslesen.
Unsere Standardabweichung (’Breite’ der Gausskurve) hangt also von der Zeit ab, da wir mithilfe
des Einsetzens der Grosse A aus (2.19) die Standardabweichung

th
Az =+o=d 1-|—(2 d2>

erhalten. Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(z, )|* wird mit der Zeit flacher und man spricht von
einem Verlust der Lokalisierung.

Bemerkung: Gruppengeschwindigkeit.Das Maximum des Wellenpakets, welches sich beim
Mittelwert der Gauss-Verteilung befindet, besitzt eine Gruppengeschwindigkeit von

dw  po

v = 2.21

dk ~ m ( )
Unter der Annahme, die Dispersion sei klein, also d?w/dk* ~ 0 koénnen wir annehmen,
dass sich die Welle in einem bestimmen Wellenpaket fortbewegt. Dann ist es angebracht zu
behaupten, die Materiewelle bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit v,. Fiir diese kurze
Zeit konnen wir annehmen, die Gruppengeschwindigkeit entspreche der Geschwindigkeit des
Teilchens.

2.4 Orts- und Impulsraum

Die Teilchen-Wellenfunktion lasst sich, in Analogie zu (2.13), als Fourierriicktransformation der
Wellenfunktion im Impulsraums schreiben. Siehe:

Y(t,x) = (27T1h)3 /Rg ©(p,t) exp<,i(p : w))d3p (2.22)

wo wir den zeitabhéngigen Teil exp(—iEt/h) mit in die Funktion ¢(p) genommen haben.
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2. Wellenmechanik § 4. Orts- und Impulsraum

[ (, 1)

—t=0
—1t1 >0
to >t

ZERN .

Abbildung 2.4: Zerfliessen des Gausschen Wellenpakets. Zur Zeit t = 0 der Préparation ist die
Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung minimal und nimmt dann mit zunehmender Zeit zu.
Wir betrachten hier den Fall, fiir den in Gleichung (2.20) die Grosse v = 0 ist und somit bleibt
die Welle im Ursprung. Eine graphische Darstellung fiir den Fall v # 0 kann zum Beispiel im
Schwabl gefunden werden.

Bemerkung: Der Vorfaktor in der Fouriertransformation ist nicht einheitlich definiert. In
unserem Fall tritt nur bei der Fourierriicktransfomation ein Vorfaktor auf

Fif(@)} k)= [ f(x)e™*®d"z und f(z / F{f(z)}(k)e**d"k (2.23)
R™
Einheitlicher ist es die Fouriertransformation folgendermassen zu definieren:
1 —ik-x yn 1k:-m n
FU@IH = s [ f@e ™ md @)= 5oy [ Fife ak

Der Vorteil davon ist, dass dann im Satz von Parseval kein Vorfaktor auftaucht:
[ 1r@ire= [ |l (224)

Im Ortsraum definiert p = [¢)(x, ¢)|* eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Ein Teilchen am Ort @ im
Volumen d3z zu finden ist dann gegeben durch

p(z,t) = |¢(z,t)[*dx

welches im gesamten Raum auf eins normiert sein soll

[ @i =1 (2.95)
RS

Gleichermassen verlangen wir, dass die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen im gesamten Impulsraum
zu finden, auf eins normiert ist. Definiert man W(p,t) als die Wahrscheinlichkeitsdichte im
Impulsraum, dann lautet die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit Impuls p in d3p zu finden,
W (p,t)d®>p. Um die explizite Form der Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu erhalten,
betrachten wir zunéchst

[ st = s [t [ [ o exp( (- 1) )mp,t)so*(p',t) (2.26)
Mithilfe von /d%: exp<;(P - m) — (200)36®) (p — p') (2.27)
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2. Wellenmechanik § 5. Hilbertraum - Der Raum der Wellenfunktionen

ergibt sich

1 1
¢ 2d3 _ /d3 /d3 /5(3) ! t /t*: / t t*d3
[ opdts = i [ [ @59 0-p)e 00" = G [ el toto.t)
(2.28)

und wir erhalten das Parseval Theorem
1

HPd3e = DI 2.29
[ @ trdts = o [ ooty (229)

woraus sich die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum ablesen l&sst:
W(p.t) = o5 regle(p. O (2.30)

p7 - (27Th)3 ()0 p’ .

Es soll angemerkt sein, dass die Integrale der Dichten im Ort- und Impulsraum nicht explizit von
der Zeit abhédngen, da sich die beiden komplexen exponentiellen zeitabhéngigen Terme kiirzen.
Das bedeutet konkret, dass eine Normierung zu allen Zeiten erhalten bleibt.

2.5 Hilbertraum - Der Raum der Wellenfunktionen

Wir wollen in diesem Abschnitt einen groben Uberblick iiber den Hilbertraum vermitteln. Eine
prazise mathematische Behandlung der Hilbertraume mithilfe der Dirac Notation geschieht dann
im Kapitel iiber den Formalismus der Quantenmechanik.

Wir haben bereits betont, dass man in der Wellenmechanik die Wellenfunktion ¢ (x, t) als Wahr-
scheinlichkeitsamplitude interpretiert und verlangt, dass die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen zum
Zeitpunkt ¢ irgendwo im Raum zu finden, auf eins normiert ist

/d3xy¢(m,t)2 =1 (2.31)

Um solch eine Normierung der Wellenfunktion ¢ (x,t) zu gewéhrleisten muss das Integral iiber
den gesamten Raum konvergent sein. Die Wellenfunktion muss somit quadratintegrabel sein

Quadratintegrabel: Eine Funktion f(a,t) heisst quadratisch integrabel, falls
o
[ t@ofee= [ f@of@ore <o (2.32)
" —00

Wie wir im folgenden Abschnitt zeigen wollen, muss der Vektorraum mit verschiedenen Bedin-
gungen versehen werden um solch eine Bedingung zu gewéhrleisten. Das Resultat der Diskussion
wird es sein, dass die Wellenfunktion einem Unterraum des unendlich dimensionalem Vektor-
raums der quadratintegrablen Funktionen Lo, angehdren muss.

Bemerkung: Dieser Unterraum des Hilbertraumes Lo soll zusétzlich bestimmte Eigenschaften,
wie Differenzierbarkeit und Stetigkeit, gewéhrleisten.

2.5.1 Struktur des Raumes der Wellenfunktionen

Wir definieren den Wellenfunktionenraum F als den Raum aller méglichen Realisierungen der
Wellenfunktion eines Teilchens. Sind i (x,t) und ¢(x,t) zwei Elemente des Wellenfunktionsrau-
mes F, so lasst sich leicht zeigen, dass die Linearkombination der zwei Losungen (Superposi-
tionsprinzip der Wellen) fiir zwei beliebige komplexe Konstanten A, Ay ebenfalls eine Losung
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2. Wellenmechanik § 5. Hilbertraum - Der Raum der Wellenfunktionen

ist:
gb(w?t) = )\11#(%15) + AQQD(mat) €EF (233>

Verallgemeinert man diese Beobachtung mit ¢); € F und A; € C, hat man also, dass Y, \ji); € F.
Mithilfe der folgenden Definition:

Linearer Vektorraum: Eine Menge {¢, ¢, ®,...} von Vektoren bilden einen linearen Vektor-
raum V), wenn sie mit den komplexen Skalaren {«, f3, ...} folgende Eigenschaften erfiillen:

Axiome der Addition: Fir jegliche Elemente 1, ¢, ¢ von V gilt:
Ly+p=p+¢ (Kommutativitat)

IL Y+ (e+¢)=+p)+¢ (Assoziativitét)

ITI. Es existiert ein Nullvektor 0 in VV so, dass 0+ ¢ =9 4+ 0 =)

IV. Fiir jedes v gibt es eine eindeutige Inverse (—1) in V so dass ¢ + (—¢) = 0
Aziome der skalaren Multiplikation: Fir jegliche Elemente ¢, ¢, ¢ von V gilt

a(p+¢) =ay +ap
II. (a+B8)Y =ayp+ By
L a(By) = (aB)y

sehen wir, dass die Menge der Wellenfunktionen einen komplexen Vektorraum bilden. Wir wollen
nun das Skalarprodukt auf dem Vektorraum F definieren

Skalarprodukt: Das Skalarprodukt fiir komplexe kontinuierliche Funktionen ist eine Verkniip-
fung der Art:

.00 = [ dav (@)o(a) (2.34)
L (4,9) = (¢,9)"  (Symmetric
II. (4,%)>0und (¢,%) =0 nur wenn tp =0  (Positivitiit)
IIL (i, A1 + Aathe) = A1 (@, ¥1) + Aa(p, o) (Linearitiit)
IV. (A1 + A2, ¥) = X (p1, %) + M5(p2, %) (Antilinearitét)

Zwei Elemente des Vektorraumes v, ¢ heissen orthogonal wenn

(¥,) =0 (2.35)

Die Einfithrung des Skalarproduktes erlaubt es uns die Norm auf dem Vektorraum F zu defi-
nieren:

[l =V (¥,9) (2.36)

und somit den Abstand ||¢) — ¢|| zweier Elemente. Ein Vektorraum versehen mit einem Skalar-
produkt ist ein sogenannter Prd-Hilbert Raum

Geometrie von Pra-Hilbert-Rdumen: Ist ein Vektorraum versehen mit einer Norm und einem
Skalarprodukt, lassen sich Lange eines Elements und Konvergenzen unendlicher Reihen in

17



2. Wellenmechanik § 5. Hilbertraum - Der Raum der Wellenfunktionen

diesen Rdumen quantifizieren. Dazu gibt es drei wichtige Formeln.

Ist V ein Pra-Hilbert-Raum dann gelten fiir jegliche zwei Elemente i, ¢ € V folgende Un-
/Gleichungen:

L (¥, 9) < I¥lll9l (Schwartzsche Ungleichung)
IL [l + ol < [I9ll + ¢l (Dreiecksungleichung)
L [l¢ +plI* + 16 — ¢II* = 2([9]* + [¢]*)  (Parallelogram Gesetz)

Um solch einen Pré-Hilbertraum zu einem Hilbertraum zu beférdern muss zusétzlich gezeigt
werden, dass dieser Vektorraum vollstandig ist

Volistidndiger Vektorraum: Konvergiert jede Cauchy Reihe von Vektoren 1, € V zu einem
Element in V so ist dieser Raum wollstindig:

lim ¢, =1 € V (2.37)
n—oo

Konkret bedeutet das, dass fiir jede konvergente Funktionenfolge {11,%s2...} von Vektoren
es eine positive Konstante £ > 0 gibt, sodass fiir eine Zahl N und fiir alle m,n > N folgendes

gelte: ||¢m — Y|l < e.

und wir erhalten die Definition des Hilbert Raumes

Hilbert Raum: Ein vollstdndiger Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt heisst Hilbert
Raum.

Warum Hilbertrdume in der Quantenmechanik so zentral sind, ldsst sich auf die Dimension der
Raume zuriickfithren. In der linearen Algebra sind die betrachteten Vektorrdume endlich und
man kann jedes Element des Raumes als eine endliche Linearkombination der Basisvektoren
auffassen. ©

Die Quantenmechanik hingegen unterliegt der Funktionalanalysis, wo die Vektorrdume (dort
sogenannte Funktionenrdume) auch unendlich dimensional sein kénnen, wie es zum Beispiel fiir
den Raum Ly(R3) der Fall ist. Die meisten in der Quantenmechanik auftretenden, unendlich
dimensionalen Raume sind separabel (siche dazu das Beispiel am Ende). Das heisst, dass man
auch in solchen Fillen eine Linearkombination der orthonormierten Vektoren definieren kann
(zum Beispiel mit dem Gram-Schmidt’schen Verfahren). In solchen Féllen muss man diese or-
thormierte Menge jedoch auf Vollstdndigkeit iiberpriifen, denn es kann sein, dass obwohl die
unendliche Summe der Vektoren in dem Raum konvergiert, der Grenzwert nicht im gleichen
Vektorraum liegt und somit keine giiltige Basis ist. Zusammenfassend hat man

Basis eines unendlich-dimensionalen Vektorraumes: Eine orthonormale Menge kann nur eine
Basis eines unendlich-dimensionale Vektorraumes sein, wenn diese Menge vollstandig ist

Zusammenfassend ist also der Raum der Wellenfunktion ein Hilbertraum; der sogenannte Lo
Raum der quadratintegrablen Funktionen.

5Das einfachste Beispiel ist der m-dimensionale komplexe Vektorraum C" fiir den wir das Skalarprodukt
S x}y; definieren

K3
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2. Wellenmechanik § 6. Lineare Operatoren

Bemerkung: Es soll angemerkt sein, dass fiir einen Konfigurationsraum D C R%:

£2(D) = {w DT lE = [ dlafuaf < oo} (2.38)

die Konvergenz des Integrals gewéhrleistet, jedoch aus ||¢|| = 0 folgt nicht, dass ¢» dem
Nullvektor entspricht (¢» = 0) und somit definiert ||...|| keine Norm auf £o. Dazu fithrt man
die Aquivalenzklassen von quadratintegrablen Funktionen ein

[¥] = {¢ € L2(D) | I — ¥[l = 0} (2.39)

Beispiel: Wir betrachten den Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen auf der Kreislinie
mit Umfang L.

1a®) = {00 = vizy [ arlu? < oo (2.40)

Dieser Hilbertraum ist unendlich-dimensional dim(Ly(S)) = oo. Aus der Bedingung ¢(0) = ¢(L)
verlangen wir eine Periodizitdt der Elemente des Vektorraumes. Eine solche Orthonormalbasis
lasst sich mithilfe einer Fouriertransformation wie folgt konstruieren:

1

() = ﬁexp@m'n%) fir neZ (2.41)

so dass sich jedes Element 1(z) € La(S) als Linearkombination
W@)= Y ebul@) mit = (o) = = [avesp(-2ninT o) (242)
VL L

n=—oo

beschreiben ldsst. Somit ist Lo(S) ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum. Das be-
deutet, dass man ein Element aus dem Raum Ly(S) als Linearkombination der abzdhlbaren
unendlichen Basis 1, beschreiben kann. Was man hier schonmal an diesem Beispiel mitnehmen
soll ist, dass obwohl der Raum Lo (S) unendlich dimensional ist, man trotzdem eine unendlich-
dimensionale abzdhlbare Basis finden kann. |

2.6 Lineare Operatoren

In der Quantenmechanik werden physikalische Observablen durch Operatoren dargestellt”. Wir
wollen einfachheitshalber annehmen diese seien iiber dem Raum Lo definiert. Unter einem Ope-
rator A versteht man eine Abbildung, mit der jeder Funktion v (x) € Ly eine andere Funktion
o(x) € Ly so zugeordnet wird, dass die Gleichung

Ag(@) = p(x) € Ly (2.43)

gilt. In der Quantenmechanik befasst man sich fast ausschliesschlich mit linearen Operatoren,
welches gleichbedeutend mit einer linearen Abbildung ist. Sind D4 C Lo der Definitionsbereich
und Dy C Lo der Wertebereich, dann heisst eine Abbildung A : D4 — Dy linear, falls die
Eigenschaften der Additivitdt und Homogenitéit gelten

A(Mr(x) + Aavpa(z)) = M A1 (x) + A2 Apa(x)

Zusammenfassend ldsst sich der Lineare Operator also folgendermassen definieren

"Spéter werden wir sehen, dass man genauer hermitesche Operatoren den Observablen zuteilt, da diese gewisse
erwiinschte Eigenschaften haben
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2. Wellenmechanik § 6. Lineare Operatoren

Linearer Operator: Es seien H; und Ho zwei Hilbertrdume. Eine Abbildung A Hi— Hy
heisst linearer Operator, wenn fiir alle 11,9 € Hy und A € C die Vorschrift

Ap(z) = o(x) € Ha (2.44)
mit der Eigenschaft
ANy (@) + Aaa(@)) = M A () + Ao Ay()

gilt. In den meisten Fallen sind die zwei Hilbertrdume dquivalent, d.h wir betrachten eine

Abbildung der Art A : H — H

2.6.1 Lineare Operatoren als Matrizen (Separable Hilbertraume)

Im endlich dimensionalen Fall H1,Hs € C% kann jeder linearer Operator A : H1 — Ho durch
eine Matrix A dargestellt werden. Im unendlich-dimensionalen Falle muss man wie im Falle von
Ly eine unendlich abzéhlbare Basis finde, um eine assoziierte Matrix A dem Linearen Operator A
zuzuteilen. Das heisst wir wollen hier betrachten, wie wir solche Matrizen auf einem separablen
Hilbertraum H definieren. Dazu schreiben wir ein Element ¢ € H; als Linearkombination der
Basisvektoren {1} des Raumes H;:

Wendet man nun einen linearen Operator A auf den Zustand 1 an, erhalten wir:
Ay = A <Z cni/)n> = cndyy, (2.46)

Mithilfe der Definition eines Operators (2.43) wird klar, dass hier die Basisvektoren 1, trans-
formiert werden. Das Bild der Basisvektoren ,, kann dann als Linearkombination einer Basis
{tm} des Raumes Hy geschrieben werden:

Die Matrixelemente A,y legen den linearen Operator A eindeutig fest. Der Bildvektor A lisst
sich dann zusammenfassend schreiben als

W= Ap = =Y Ay = cnAmntim

Vergleicht man die Koeffizienten so erkennt man, dass ¢/, im abgebildeten Raum durch die
Beziehung

= Apntn (2.48)
n
mit den Entwicklungskoeffizienten ¢, des Vektors v in Verbindung steht. Dieser Zusammenhang

lasst sich kompakt in Matrixschreibweise formulieren indem man den Entwicklungskoeffizienten
{en} zu einem Spaltenvektor ¢ zusammenfasst. Dann ldsst sich (2.48) zu:

1 AH A12 C1

C/2 = A21 A22 .. Cco < C/ = AC (249)
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2. Wellenmechanik § 6. Lineare Operatoren

umschreiben. Man muss also lediglich die Matrixelemente A,,, = (¢, Aq/;n) berechnen um fiir
zwei vorgegebene Basen {¢,,} und {¢,} der zwei Rdume #H; und Ha, den Linearen Operator
eindeutig zu bestimmen.

Streng genommen reicht es nicht aus, dass der Hilbertraum separabel ist um zu gewéhrleisten,
dass der Operator A eine Matrixdarstellung besitzt, denn die unendlichen Summen fir die
unendlich-dimensionalen Matrizen und Koeffizientenvektoren miissen zusétzlich konvergieren.
Dazu miissen wir uns mit einer Klasse von beschrinkten Operatoren beschéftigen.

Matrix Darstellung fiir separable Hilbertrdume: Ist H ein separabler (unendlich-dimensionaler)
Hilbertraum, dann hat der lineare Operator A : % — H nur dann eine Matrixdarstellung
beziiglich einer orthonormierten Basis des Raumes H, wenn die Matrixkoeffizienten die Be-
dingung
> Amnl® < 00 (2.50)
m,n

erfiillen, d.h. der Operator A beschrinkt ist.

2.6.2 Beschrankter und unbeschrinkter Operator

Wie wir gesehen haben, hat die Linearitdt eines Operators nichts mit der Norm, des Grenz-
wertes oder eine Konvergenz zu tun. Somit koénnen lineare Operatoren auch allgemein auf
Banach-Raumen oder Pra-Hilbertraumen definiert werden. Diese Verallgemeinerung scheitert
jedoch wenn man die Kontinuitdt und Beschrénktheit eines Operators gewéhrleisten mochte.
Man unterscheidet zwischen beschrinkten und unbeschrankten Operatoren. Ein Operator A
heisst beschrankt, wenn es eine Konstante ¢4 > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ € D4

14| < call¥] (2.51)

gilt. Die kleinste obere Konstante ¢, definiert die Operatornorm

lag = sup 201

(2.52)
v0peDa |1Vl

Oftmals ist es jedoch so, dass der Bildvektor Al/] nicht immer eine endliche Norm aufweist und
A somit unbeschrinkt ist (Es gibt kein ¢,). Um sicherzustellen, dass der Operator nicht in
einen unnormierten Hilbertraum abbildet, muss man den Definitionsbereich des Operators auf
einen linearen Unterraum D4 C H begrenzen. In der Quantenmechanik muss man auch mit
unbeschréankten Operatoren rechnen wie es zum Beispiel beim Orts- und Impulsoperator der
Fall ist.

Beispiel: Der Projektionsoperator ]5¢, projiziert einen beliebigen Vektor 1)

Pyt = (d1,4)n (2.53)

auf einen eindimensionalen Unterraum welcher durch den Vektor ¢; € H mit ||¢1]| = 1 auf-
gespannt wird. W&hlt man eine orthonormierte Basis {¢;} und entwickelt ¢ in dieser Basis,
erhalten wir

= cndn, Ul = D leal®, Vo (2.54)
Verwendet man P¢’(/J = c1¢1 erhalten wir fiir die Operatornorm
: 1Pseoll e
1] = sl _ Jal (255)
vromens W le]
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2. Wellenmechanik § 6. Lineare Operatoren

wobei hier ||c|| die Norm der Koeffizientenfolge definiert. Fiir die Folge {¢1,0, ...} erhalten wir

das Maximum der rechten Seite und somit H]%H = 1. Die Ungleichung (2.51) nimmt fiir den
Projektionsoperator mit der kleinsten Konstante ¢, = 1 die Form ||Py| < ||¢|| |

2.6.3 Operatorprodukt

Fiir beschriankte Operatoren oder Operatoren mit einem geeigneten Definitionsbereich léasst sich
das Operatorprodukt wie folgt definieren:

Operatorprodukt: Sind A und B zwei beschrinkte lineare Operatoren, so definiert man ihr
Operatorprodukt durch X

ABy = A(BvY) (2.56)
Zuerst wirkt der Operator B auf v und man erhéalt ¢ = Bw. Danach wirkt A auf die erhaltene
Funktion ¢. Das Operatorprodukt ist bilinear:

(21 + B) ¢ =AC+BC (2.57)
A(B+ ) = AB + AC (2.58)
®(AB) = (aA)B = A(aB) (2.59)

Mit den zwei speziellen Operatoren 1 (Identitit) und 0 (Nulloperator) mit

([@an)

A=A wund A

=

Al = =04 (2.60)

definieren die beschriankten linearen Operatoren einen Vektorraum. Wenn die Operatoren be-
schrankt sind, lasst sich das Operatorprodukt nach oben abschétzen

IAB| < [IA] ||B] (2.61)

2.6.4 Erwartungswert eines Operators

Der Erwartungswert eines Operators A fiir eine gegebene Wellenfunktion ¢ (x,t) € Lo lautet:

(), = (b, A) = / By () A (x) (2.62)

2.6.5 Beispiele von Operatoren in der Wellenmechanik

Wir wollen an diesem Punkt einige Operatoren auflisten, welche in der Wellenmechanik von
Bedeutung sind. Der Paritétsoperator U, ist definiert durch:

Upp(x) = P(—x) (2.63)
Der Ortsoperator lautet:
F() = 2v(x) (2.64)
Der Differentialoperator lautet:
_ 0Y(=)
Vatp(x) = —- (2.65)

Der Laplaceoperator lautet:

2 () | PP(x) | 9*p(x)
V(=) = 0x? + 0y? * 072

(2.66)
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2. Wellenmechanik § 7. Kommutator Relationen

Impulsoperator im Ortsraum

Der letzte wichtige Operator ist der Impulsoperator p. Jedoch wissen wir noch nicht, wie man die
mit dem Impuls vertraglichen Grossen mit den Koordinaten der Wellenfunktion in Verbindung
bringt. Dazu betrachten wir zundchst den Erwartungswert des Impulses im Impulsraum

3
#) = [ G 2 OPe(p.)

3 ; )
= /(;;7%3/d3x'exp<;p~w'>¢*(wl,t)p/d3xexp<—;19'fB)w(%t)

Wo wir in der zweiten Gleichung, die Fouriertransformationen

(2.67)

©*(p,t) = /d3x' exp<;p~w’>w(w’,t) und  ¢(p,t) = /d%exp(—ép-x) (2.68)

verwendet haben. Mithilfe einer partiellen Integration in «, unter der Annahme, dass die Rand-
werte verschwinden, ergibt sich:

(p) = / Bl (2 1) / & (?vm(:::,ﬂ) / (z‘i:;f)sexp@p(x'—x)) (2.69)

Fiir das letzte Integral in (2.69) erhalten wir 63(z’ — ) und der Erwartungswert des Impulsope-
rators im Ortsraum lautet:

(p) = /d?’ww*(w,t) [?V} Y(e, ) (2.70)

Hieraus lasst sich der Impulsoperator im Ortsraum ablesen:

h
p=—-V =—ihV (2.71)
i
Observable Ortsraum | Impulsraum
Energie ih% ih%
Ort T=x T =1hV,,
Impuls p=—ihV, p=p

Tabelle 2.1: Korrespondenzregeln zwischen Orts- und Impulsraum

2.7 Kommutator Relationen

Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der Anwendung von Operatoren nicht vertauschbar
ABi # BAy (2.72)

Um dies zu quantitativ nachzuweisen, definiert man den Kommutator:
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2. Wellenmechanik § 8. Adjungierte und Hermitesche Operatoren

Kommutator: Es wird angenommen A und B seien zwei Operatoren. Der Kommutator wird
durch
[A,B] = AB— BA = —[B, A (2.73)

definiert. Das Resultat kann von Null verschieden sein und selbst wieder einen Operator
ergeben. Weitere Eigenschaften des Kommutators sind

I. [A,BC] = BIA,C]+][A,B]C und [AB,C]) = A[B,C]+[A,C|B (Produktregel)
IL. [A,[B,C]] +[B,[C,A]] +[C,[A, B]] (Jacobi-Identitét)

2.7.1 Kommutatoreigenschaften des Orts- und Impulsoperators

Zwischen Orts- und Impulsoperatoren gelten folgende Kommutatoreigenschaften:

[i‘i,:i‘j] =0 und [ﬁz,ﬁj] = |:7Z/81, ?8j:| =0 (2.74)

und mithilfe von

B Ll T ) LT B R L ML

Ox; %873:3 B Ox;j ox; 87:131
erkennen wir, dass
0
Ti, — | = —0;; 2.7
| == (2.76)

und wir erhalten mithilfe des Impulsoperators in Ortsdarstellung p = —i¢hV, die kanonische
Vertauschungregeln zwischen Impuls- und Ortsoperatoren:

[2:,pj] = ihdy; (2.77)

Spater in Kapitel (4) werden wir zeigen, dass die Nicht-Vertauschbarkeit von Operatoren direkt
etwas damit zu tun hat, ob man die zugehorigen Observablen gleichzeitig scharf messen kann

2.8 Adjungierte und Hermitesche Operatoren

Adjungierter Operator: Fiir jeden linearen beschrankten Operator A (oder linearen Operator
mit dichtem Definitionsbereich D4 C H) gibt es einen adjungierten Operator AT mit der
Eigenschaft

(Afp, ) = (¢, Ap) (2.78)

fir alle ¢, 1 € Ly. Verwendet man die Definition des Skalarproduktes fiir Lo lasst sich (2.78)
schreiben als

[ atitory = [ aberdv) (279)
Fiir adjungierte Operatoren gelten folgende Eigenschaften:
(At = A (2.80)
(AA)T = N AT (2.81)
(A+ B)t = AT 4 BT (2.82)
(AB)t = Bt AT (2.83)
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2. Wellenmechanik § 9. Eigenwerte Hermitescher Operatoren

Fiir eine Orthonormalbasis {1}, in der der Operator A durch die Matrixelemente Ay, gekenn-
zeichnet wird, gilt fiir die Matrizelemente des adjungierten Operators

AT = (Apy)* = (AT)* (2.84)

Die Matrix des adjungierten Operators A ist also die transponierte und komplex Konjugierte
der Matrix des Operators A.

Hermitescher Operator: Ist ein beschrankter Operator A gleich dem zu ihm adjungierten
Operator Af

A~

A=At (2.85)

so heisst der Operator hermitesch.

Eine wichtige Eigenschaft hermitescher Operatoren, die sich bei der Darstellung Observablen als
glinstig erweist, ist das deren Erwartungswerte reell sind

(A), = (¢, Ap) = (Ap,¢) = (¢, A¢p)* (2.86)

Gelte fiir alle Elemente 1, ¢ € H: R R
(AY, ) = (¥, Ap) (2.87)

dann heisst der Operator symmetrisch.

Bemerkung: Genau genommen muss man zwischen selbstadjungierten und hermiteschen Ope-
ratoren unterscheiden. Lediglich im Falle von endlich dimensionalen Raumen ist ein selbst
adjungierter Operator auch immer hermitesch . A ist Hermitesch wenn A beschriinkt ist
und die Bedingung (2.87) fiir alle Elemente ¢, € H gilt. Ist der Operator A unbeschrinkt
dann muss der Hilbertraum notwendigerweise unendlich-dimensional sein und der Defini-
tionsbereich des Operators D4 muss nicht dem gesamten Raum entsprechen. Denn (2.87)
impliziert in diesem Falle, dass der Definitionsbereich D 4 eine Untermenge des Definitions-
bereichs des Adjungierten A (Dyg C Dyy) ist. A ist selbstadjungiert wenn A die Symme-
trieeigenschaft (2.87) erfiillt ist und der Definitionsbereich D4 dem Definitionsbereich des
Adjungierten At entspricht (D4 = D 4i). Daraus lasst sich folgern, dass jeder hermitesche
Operator selbstadjungiert ist, aber nicht jeder selbst adjungierte Operator hermitesch ist.
Mithilfe von Erweiterungen lasst sich der Definitionsbereich D4 eines hermiteschen Opera-
tors vergrossern und gleichzeitig der Definitionsbereich D 4+ verkleinern. Dies wird so lange
durchgefiihrt bis D4 = Dyt und der hermitesche Operator mit dem selbstadjungierten
Operator korrespondiert. Es mag jedoch sein, dass solche Erweiterungen des hermiteschen
Operators nicht existieren.

“Denn in endlich dimensionalen Rdumen ist jeder linearer Operator beschrankt

Zusammenfassend: Befasst man sich mit beschrdnkten Operatoren muss man zwischen selbstad-
jungierten und hermiteschen Operatoren nicht unterscheiden, denn jeder beschrinkte hermite-
scher Operator ist selbstadjungiert. Nur im Falle von unbeschrankten Operatoren, d.h unendlich
dimensionalen Hilbertrdumen, muss man auf diese Subtilitdt achten und wir werden dann auf
diesen Unterschied verweisen.

2.9 Eigenwerte Hermitescher Operatoren

Fiir viele Quantenmechanische Probleme ist man mit einem Eigenwertproblem konfrontiert. Eine
Eigenwertgleichung hat die Form
Ay = arp (2.88)



2. Wellenmechanik § 10. Basis der Eigenfunktionen (Operatoren mit diskretem Spektrum)

1) ist bei solch einer Gleichung die Eigenfunktion des Operators A mit Eigenwert a. Wir werden
im folgenden voraussetzten, dieser Operator sei hermitesch. Hermitesche Operatoren spielen in
der Quantenmechanik eine wichtige Rolle, da wir verlangen, dass die Eigenwerte und Mittelwerte
(Erwartungswerte) reell sind. Weitere Eigenschaften Hermitescher Operatoren sind

Eigenschaft Hermitescher Operatoren: Hermitesche Operatoren erfiillen folgende Eigenschaften

I. Eigenwerte sind reell:
a; = a} (2.89)

II. Eigenzustinde des Hermiteschen Operators sind orthonormal

III. Eigenzustdnde bilden einen vollstdndigen Satz ¢

%Sie konnen also als Basis fiir den Hilbertraum verwendet werden

Wir wollen nun nachfolgend die erste Eigenschaft beweisen.

Beweis: Wir betrachten die zwei Eigenwertgleichungen
A = app; und Ay = aji (2.90)
Bildet man die Skalarprodukte
(05, Adyi) = ai(ty, i) (2.91)
(i, Avyj) = a;(vi, ;) (2.92)

komplex konjugiert man die letzte Gleichung und beachte die Eigenschaft AT = A hermitescher
Operatoren:

(A, ai) = a (g, 43) (2.93)
Subtrahiert man diese Gleichung nun von (2.91), ergibt sich
0= (ai — a;) (i, ;) (2.94)

I. Seii=j, und da (¢;,1;) # 0 muss a; = a} und somit das die Eigenwerte fiir hermitesche
Operatoren reell sind.

2.10 Basis der Eigenfunktionen (Operatoren mit diskretem Spektrum)

Um die zweite und dritte Eigenschaft zu zeigen, miissen wir etwas achtsam vorgehen, denn
hermitesche Operatoren bestehen im allgemeinen aus einem diskreten und kontinuierlichen
Teil. Wir wollen uns in diesem Abschnitt um diskrete Eigenfunktionen des Operators
beschéftigen und werden den kontinuerlichen Fall im néchsten Abschnitt behandeln.

II. (Nicht-Entartet:) Sei ¢ # j, erhalten wir
(i, ;) =0 (2.95)

und somit, dass die beiden Eigenfunktionen t; und ; aufgrund (2.35) orthogonal zuein-

ander sind, da wir angenommen haben a; — a;‘f =a; —a; #0.

(Entartet:) Es kann jedoch der Fall sein, dass es fiir einen Eigenwert mehrere Eigen-
funktionen gibt (dann muss nicht mehr a; — a; # 0 gelten) und man spricht von einer
Entartung des Spektrums. Um zu zeigen, dass auch dort die Eigenfunktionen orthogonal
sind, definieren wir die Matrixelemente

Cij = (Yi,¢5) mit CF; =Cj; und C = hermitesch (2.96)
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2. Wellenmechanik § 10. Basis der Eigenfunktionen (Operatoren mit diskretem Spektrum)

Diagonalisieren eines hermiteschen Operators: Jeder hermitesche Operator A ldsst sich
in einer geeigneten Basis diagonalisieren

Dazu betrachtet man eine unitére Transformation U, welche unsere hermitesche Matrix C
wie folgt:
CD = UTCU = Z(Uml/)i,ijjg) = Z U{LC,‘jUjﬁ = Co?éag (2.97)
i,J i,

in Diagonalform CP bringt. Dann sind die neuen Funktionen YPg:

Y= U (2.98)
j

nach (2.97) orthogonal (denn (g, ¥a) = CP6,5) und mit der Normierung 5 — ¥5/~/ (15, ¥5)

bilden die Funktionen 13 eine orthonormierte Menge.

ITI. Wir haben gezeigt, dass die diskreten Eigenfunktionen eines Hermiteschen Operators eine
orthonormierte Menge darstellen. Um zu zeigen, dass die normierte Menge der Eigenfunk-
tionen ein vollstandiges System darstellt, muss zuséatzlich gelten, dass die Menge vollstéandig
ist. Dazu entwickeln wir ein beliebiges Element v (a) mithilfe der diskreten Eigenvektoren

{vi(z)}
P(@) = cvlx) (2.99)

(2

Verwendet man die Definition des Koeffizienten c¢;
o= (Wi d) = [ P vi@ie) (2.100)

dann lasst sich (2.99) schreiben als
vlw) =Y [ @ vi@)e)ie) (2.101)

Da dies fiir ein beliebiges Element ¢ (x) gelten soll muss das Eigensystem die Vollstandig-
keitsrelation

Z Ui (@) i(x) = 6°(x — @) (2.102)

erfillen.

Zusammenfassend erhélt man fiir das diskrete Spektrum:

~

Eigenschaften diskreter Eigenvektoren: Sei {1;} ein diskretes Eigensystem des Operator A,
dann erfiillen die Eigenfunktionen folgende Relationen

e Orthogonalititsrelation: Die diskreten Eigenfunktionen {¢;} sind orthogonal
(i, %5) = 645 (2.103)

e Vollstiandigkeitsrelation: Die Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators sind
vollsténdig

Zﬁ(w')%(w) =6 (z — ) (2.104)

27



2. Wellenmechanik § 11. Basis der Eigenfunktion (Operatoren mit kontinuierliches Spektrum)

und bilden somit ein vollstdndigen Satz orthonormierter Vektoren. Sie lassen sich also als
Basis fiir den diskreten Teil des Hilbertraumes verwenden.
2.10.1 Entwicklung eines Zustandes in diskrete Eigenfunktionen

In einem endlich dimensionalem Hilbertraum, kann ein beliebiger Zustand ¢ (a) mithilfe der
diskreten Eigenvektoren des hermiteschen Operators folgendermassen entwickelt werden®:

P(x) = Zcﬂ/h(w) mit  ¢; = (i, ¥) (2.105)

Fiir den Fall, dass 1(x) € Lo(R3) erhalten wir mithilfe der Definition des Lo-Skalarproduktes,
fiir den Entwicklungskoeffizienten

6 = (i, 1) = / & ()0 (x) (2.106)

2.11 Basis der Eigenfunktion (Operatoren mit kontinuierliches Spektrum)

In der Quantenmechanik treten auch Operatoren auf, welche keine diskreten Eigenwerte auf-
weisen, sondern nur im Kontinuum Eigenwerte besitzen®. Fiir einen hermiteschen Operator A
mit kontinuierlichem Spektrum (die Eigenfunktionen notieren wir nun mit index a) sind die
Eigenwerte a, welche sich aus der Eigenwertgleichung

Athy = athy (2.107)

ergeben, immer noch reell. Die Eigenfunktionen 1, sind aber nicht normierbar und sind somit
nicht mehr Elemente des Hilbertraumes Lo. Trotzdem kann man zeigen, dass die Figenfunktionen
orthogonal sind und eine Basis fiir den Hilbertraum bilden, nach der ein beliebiger Zustand
entwickelt werden kann. Einfachheitshalber beschrdnken wir uns hier auf Operatoren auf dem
Hilbertraum Lo (R3).

Eigenschaften kontinuierlicher Eigenvektoren: Sei {t,} ein kontinuierliches Eigensystem des

Operators A, dann lassen sich die Eigenfunktionen immer so wahlen, dass sie folgende Rela-
tionen erfiillen

e Orthogonalititsrelation: Der vollstandige Satz von kontinuerlichen Funktionen {,}
heisst orthogonal wenn

(Ya, ¥5) = /dgl‘ Vi()yp(x) = 6 (a — b) (2.108)
e Vollstandigkeitsrelation: Der Satz von Funktionen {1} heisst vollstandig wenn
/da Ya(@)a(e) = 6° (2 — ) (2.109)

und bilden somit ein wvollstindigen Satz orthonormierter Vektoren. Das Kronecker Delta wird
im kontinuierlichem Fall mit der Dirac-Delta Distribution ersetzt.

8Da wir mithilfe der Orthogonalitéit- und Vollsténdigkeitsrelation ein vollstandiges System orthonomierter
Vektoren hat

9Der prominteste solcher Operatoren ist der Impulsoperator, welchen wir am Ende dieses Abschnittes behan-
deln
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2. Wellenmechanik § 12. Allgemeiner Fall der Spektralzerlegung eines Operators

2.11.1 Entwicklung eines Zustandes in kontinuierlicher Basis

Mithilfe der Vollstandigkeitsrelation (2.109) ldsst sich ein beliebiger Zustand ) (x) schreiben als

vi@) = [ e - aue)ds L [ [vie)vi@ie) @y @

Fiir jede Funktion ¢ (x) des kontinuierlichen Hilbertraumes lasst sich der Entwicklungskoeffizient
c¢(a) beziiglich des vollstdndigen Systems {t,} mithilfe von

ca = (Y, ) = /¢Z($)¢(m)d3w (2.111)

berechnen und der Zustand ¢ (x) dann folgendermassen entwickeln:

() = / c(a)be(x)da (2.112)

Nun kénnen wir die Orthogonalititsrelation beweisen

Beweis: Betrachte einen allgemeinen Zustand ¢(x):

b(x) = / da c(a)iu(@) (2.113)

Wir bilden die Skalarprodukte:

(b 40) = [ da cla)atvn, va) = a [ dacla)(vn, ) (2.114)
(Avpy, ) = / da c(a)b(vy, ¥e) = b / da c(a)(Vy, 1ha) (2.115)

wo wir die Eigenwertgleichungen A¢a = ay, und Awb = by, verwendet haben. Da der Operator
hermitesch ist A = A gelte

(¢, Ag) = (Ady, §) (2.116)
Subtrahiert man Gleichung (2.115) von (2.114) und verwendet (2.116), ergibt sich

(6, A) — (Atp, 9) = (a - b) / da e{a) (ty, ba) = 0 (2.117)

Da c(a) beliebig ist und wir annehmen, dass die Eigenwerte nicht entartet sind, d.h a # b muss
(15, ) = 0 gelten. O

Beispiel: Der Orts- und Impulsoperator sind zwei Beispiele von Operatoren welche auf solchen
unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen Ly operieren. Obwohl die beiden Operatoren eine un-
endlich abzdhlbare Basis besitzen, sind die Eigenfunktionen jedoch im Ortsraum nicht normier-
bar, denn wir haben

jwﬂﬁo (‘/L‘) = x0¢$0 (33)7 — %0 = 5(1' - .To) (2.118)
1 .
Phpy = Pothpy (), — tpy = Mexp<;pox> (2.119)

Die Eigenfunktion des Ortsoperators 1, (x) stellt in diesem Fall eine Distribution dar und ist
streng genommen nur unter einem Integral definiert und die Eigenfunktion des Impulsoperators
Yp, (@) ist nicht normierbar (ebene Wellen sind nicht normierbar, siehe dazu ’Alternative Losung
der Schrédingergleichung’). Solche Eigenfunktionen bezeichnet man als uneigentlich. |
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] ] ] ]
T T T T

ay az azaq

kontinuierlich

Abbildung 2.5: Spektrum eines selbstadjungierten Operators

2.12 Allgemeiner Fall der Spektralzerlegung eines Operators

Selbstadjungierte Operatoren haben im allgemeinen Fall ein Spektrum welches aus einem dis-
kreten und einem kontinuierlichen Anteil besteht, wie in der folgenden Abbildung dargestellt.
Zusammenfassend aus den Betrachtungen diskreter und kontinuierlicher Eigenfunktionen von
hermiteschen Operatoren, ldsst sich also folgendes Formulieren

Wahl der Eigenfunktionen: Ist {1);} eine Menge von Eigenvektoren im diskreten Teil des Spek-
trums und sind {v, } Eigenvektoren im kontinuierlichen Spektrum, so erfiillen die eigentlichen
und uneigentlichen Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operatores die Orthogonalitéts-
relationen:

L (¥s,%;) = 6 (Orthogonalitat der Diskreten Eigenvektoren)
. (va, ) = 63(a —b) (Orthogonalitat der kontinuerlichen Eigenvektoren)
1. (¢i,e) =0 (Orthogonalitét zwischen Diskret und Kontinuierlich)

und die Vollstandigkeitsrelation
> uile )+ [ davu(@)vs(@) = e - @) (2.120)

Da die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators immer ein vONS® bilden, lasst sich
jeder Zustand 1) des Hilbertraumes nach ihnen entwickeln:

=> c(T) + /c(a)¢a(m)da (2.121)
i
wo die Entwicklungskoeffizienten mithilfe von

ci = (a;,v) = / Az (x)p(x) und  cla) = (a, 1)) = / Vo (x)Y(x)da (2.122)

bestimmt werden.

“steht fiir "vollstandig Orthonormiertes System"

Wir wollen die Orthogonalitit zwischen diskreten und kontinuerlichen Eigenvektoren zeigen.

Beweis: Wir definieren ein Element ¢ mithilfe der kontinuerlichen Basis {14}
(@) = [ dacla)un(a) (2.123)
Wir definieren die Skalarprodukte
(0 49) = [ da cla)atvi, ) = a [ da @) w2 (2124)
(A1,6) = [ da cla)as(i, ) = s [ da cla)(ws, i) (2.125)
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2. Wellenmechanik § 13. Messungen in der Quantenmechanik

Da der Operator A hermitesch ist gilt

(i, Ag) = (Avi, 9) (2.126)

Subtrahiert man Gleichung (2.124) von (2.125) erhélt man
0 = (A, ¢) — (i, Ap) = (a; — a) / da c(a)(¥i,1a) (2.127)
und da a; # a sein kann und c(a) beliebig ist muss (1;,1,) = 0 gelten. O

2.13 Messungen in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik werden Observablen der klassischen Mechanik durch hermitesche Ope-
ratoren dargestellt. Der Grund dafiir ist, dass wir fiir die Erwartungswerte der Operatoren reelle
Werte erhalten wollen. Der Erwartungswert und die Varianz der Messung dieser Observablen
fiir ein System mit Wellenfunktion ¢ (x,t) sind gegeben durch

(A) = (4, Ap) und AA = /(1, Ap) — (4)* (2.128)

Operator | Darstellung im Ortsraum
Ort T z
Impuls P —1hV
Energie H E—ZiVQ +V(x)

Tabelle 2.2: Beispiele einiger Operatoren in deren Ortsraumdarstellung

2.13.1 Ehrenfest Theorem

Der Erwarungswert einer Observablen erfiillt eine klassische Bewegungsgleichung; der sogenann-
ten Ehrenfest-Gleichung. Die Ehrenfest-Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der klas-
sischen Mechanik und der Quantenmechanik her. Es definiert die Beziehung zwischen der zeit-
lichen Ableitung der Erwartungstungswerte der Orts- und Impuslsoperatoren &, p und dem

Erwartungswert der Kraft (F') = — <d‘£§f)> eines Teilchen in einem skalaren Potential V(x):
@) = (B, S (B) =~ (TV (@) (2.129)
a ‘TP g WP ’

Der Anschein mag einen veranlassen, zu behaupten, dass das Ehrenfest-Theorem besagt, dass die
quantenmechanischen Erwartungswerte der Operatoren, der Newton-Gleichung geniigen. Damit
Letzteres der Fall ist muss jedoch der Mittelwert der Kraft

(F(z)) = (—=VV(2)) mit der Kraft an der Stelle (z): F((z)) = -VV({(x)) (2.130)

iibereinstimmen, welches nur bei sehr lokalisierten Wellenpaketen fiir kurze Zeit der Fall ist.
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2. Wellenmechanik § 13. Messungen in der Quantenmechanik

Bewegungsgleichung

Wir betrachten:

8 1 - a * ]‘ * &
Der Erwartungswert fiir einen linearen Operator A im Zustand 1 ist definiert als
(A) = / B (a, 1) A (, ) (2.132)

Wir wollen nun die zeitliche Entwicklung dieser Observable betrachten

<= /d%(a‘”( DU e, ) + 0 (. ) 2, 1)+ 07 (st >Aa‘”f§§’”) (2.133)

fiigt man (2.131) in die Gleichung (2.133) ein, erhélt man

d ~ ]. 3
< (dy = m/d (v (@, ) B A (@, 1) + o (. ) ABo(a, 1)) /w (2, 1)2 8t 2, 1)d?
(2.134)
1 3 * ~ N oSN * aA 3
= — [ day*(a,1) [AH - HA} blat) + [ o' @) G, d' (2.135)
und man erhélt eine allgemeine Bewegungsgleichung fiir quantenmechanische Operatoren, nam-
lich:
d /. 1 /7~ » 0A
(=) (5) 230
Mithilfe der Kommutator Eigenschaft [A, H] = —[H, A] lasst sich diese Gleichung véllig dqui-

valent formulieren als:

G- (mal)+ (5) a1

Bemerkung: Ist der Operator A nicht explizit zeitabhéngig und kommutiert mit dem Hamil-
tonoperator H, dann erhalten wir aus (2.136):

d

I (Ay=0 = (A) = konst. (2.138)

Dies bedeutet, der Erwartungswert (fl> ist eine Erhaltungsgrosse.

Das Ehrenfest Theorem hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Bewegungsgleichung in der Hamil-
tonmechanik (mit den generalisierten Koordinaten g, p) fiir ein konservatives Kraftfeld:

d af
—f(q;,pj,t) = {H - 2.1
dtf(qjap]7t) {H, f}+ ot (2.139)
Der Vergleich erlaubt es uns den Zusammenhang zwischen der Poissonklammer
0a db  0b0da
= — 2.140
{a, b} = o~ <op  9q0p (2.140)
und dem Kommutator zu finden:
{a,b}  +— % [21, B} (2.141)

wobei die Grossen a <+ A und b <+ B den Observablen entsprechen.
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2. Wellenmechanik § 14. Eigenfunktionen des Hamilton Operators (Stationére Zusténde)

2.14 Eigenfunktionen des Hamilton Operators (Stationire Zustéinde)

Wir haben bereits die zeitabhéngige Schrédingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m kennen-
gelernt

h2
2m

ih%w(x,t) = < V24 V((IZ)) Y(x,t) = Hip(x, 1) (2.142)

Wenn das Potential V(x) zeitunabhéngig ist, ldsst sich die Differentialgleichung durch einen
Separationsansatz der Art

P(x,t) = f(t)y(x) (2.143)

16sen. Setzt man den Ansatz (2.143) in die Gleichung (2.142) ein und dividiert durch f(¢)y(x),
erhalt man

Lo Lodf() 1 h?
D Ta T v <_2mv2¢($) + V(:v)w(w)> (2.144)
= Konstante, E/ = Konstante, F

und die beiden Variablen & und ¢ sind separiert. Damit diese Gleichung fiir alle Werte von x
und ¢ gilt, miissen beide Seiten einer Konstante (der Energie) F entsprechen. Wir haben somit
die zwei Gleichungen:

df(t . h?
ihfii) =FEf(t) und Hy(x)= <—2V2 + V(a:)) Y(x) = EY(x) (2.145)
m
Die zeitabhéngige Gleichung entspricht einer linearen Differentialgleichung 1.Ordnung mit kon-

stanten Koeflizienten

1 iFE L df(t)
—df(t) = ——dt h——==FEf(t 2.146
g =-a =t = pra) (2.146)
und wir erhalten mit einer Integration gefolgt durch eine Exponentiation folgendes Ergebnis:
Bt ;
In(f(t)) = —ZT +C o f(t) = AeBUD (2.147)

Absorbiert man den konstanten Vorfaktor A in die ortsabhingige Funktion (x), ldsst sich
die allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schrédingergleichung fiir zeitunabhéngige Potentiale,
sogenannte stationdre Zustdinde, beschreiben als

h

(@, 1) = exp (—iEt) () (2.148)

wo die ortsabhéngige Funktion ¢ (x) mithilfe der stationidren Schrédingergleichung

h2

“2m

() = (-5, 72+ V(@) ) v(e) = Bie) (2.149)

erhalten wird. Da man {iblicherweise fiir den Hamilton Operator mehrere Figenfunktionen findet,
flihren wir einen Index ¢ ein und kennzeichnen die allgemeine Losung mit

(@, t) = exp(é(Eﬁ)) () (2.150)

Da der Hamilton Operator hermitesch ' ist, lassen sich die Losungen der stationéiren Schrédin-
gergleichung (Eigenfunktionen des Operators) in zwei Arten unterteilen

Ogtreng genommen, nehmen wir hier an der Operator sei selbstadjungiert
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2. Wellenmechanik § 15. Wahrscheinlichkeitsstrom

I. Diskretes Spektrum: Hier sind die Eigenfunktionen v Elemente des Hilbertraumes und
somit quadratintegrabel und die Eigenwerte E sind diskret.

II. Kontinuerliches Spektrum: Die Eigenfunktionen 1 sind nicht quadratintegrabel und
somit keine Elemente des Hilbertraumes Ly. Die Eigenwerte E sind kontinuierlich.

Wir werden sehen, dass man oftmals zwei Grenzen Epn;, und Egren, findet, fiir welche folgendes
gilt

o Fiir F < Fy, gibt es keine Eigenwerte

e Das Spektrum fiir Eyin < F < FEgreny ist diskret (sogenannte gebundene Zusténde).
Die minimale Energie E, entspricht dem Grundzustand

e Das Spektrum fiir Egren, < F ist kontinuerlich und man spricht von freien Zustéinden

Bemerkung: Die Wellenfunktion v («,t) ist zeitlich, mit dem Phasenfaktor exp(—iEt/h),
periodisch. Dies ist der Grund warum die Dichte ¢ und, wie wir sehen werden, Wahrschein-
lichkeitsstrome fiir stationdre Losungen, zeitunabhéngig sind. ¢

“Im grossten Teil dieser Vorlesung werden wir uns mit zeitunabhéngigen Hamiltonoperatoren beschéfti-
gen. Die vollstandige Behandlung der Zeitevolution wird dann im Kapitel iiber Pfadintegrale vorgenommen

Entwicklung nach stationdren Zustidnden

Da f(t) fiir alle Potentiale gleich ist, miissen wir lediglich um die Wellenfunktion v (x,t) zu
erhalten, die stationdre Schrodingergleichung

Hipi(x) = Eipi() (2.151)

16sen und mit dem zeitabhingigen Faktor exp(%Eit) multiplizieren. Somit lautet fiir zeitunab-
héngige Potentiale:

Losung der Schrodingergleichung = Eigenwertproblem des Hamilton Operators ‘

(2.152)
Fiir eine allgemeine Anfangsbedingung ¢(x,t = 0) = 1;—¢ lasst sich der Zustand dann in einer
geeigneten Basis wie folgt erweitern:

w(a:,t):chexp<—;Ent>1/Jn(m) mit e = (W, o) (2.153)

n

2.15 Wahrscheinlichkeitsstrom

Mithilfe der Schrédingergleichung lésst sich ein Erhaltungssatz fiir die Norm formulieren. Dazu
betrachten wir zunéichst die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) = |i(z,t)|?
fiir ein Teilchen der Wellenfunktion !! in R3:

0 0 * * 0 _ i 2 s *l '
p= ((%w ) b+ ((w) = —— (Av") v+ v —Hy (2.154)
wo wir in der letzten Gleichheit
) H o ., H

"'Wir verwenden eine kompakte Notation mit 1) = v (a,t) und p(z,t)
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2. Wellenmechanik § 15. Wahrscheinlichkeitsstrom

verwendet haben. Da die Terme des reellen Potentials V(x) aufgrund der Differenz wegfallen
erhalt man

a _ h 2 g% * 2
50 = 3 (T2 =" (V%) (2.156)
Definiert man die Wahrscheinlichkeitsstromdichte wie folgt,
h
j(x,t) = — [v° — * 2.1
§(@,t) = 5= [ (Vo) — (V)] (2157)

dann erhélt man mit (2.156) die folgende Kontinuitatsgleichung

gtp(a:,t) + V. j(z,t)=0 (2.158)

Eine wichtige Konsequenz der Kontinuitédtsgleichung ist, dass die Norm zu allen Zeiten beibe-
halten bleibt. Um dies zu sehen, integrieren wir den Ausdruck (2.158) iiber das Volumen V:

d

— | p(z,t)d3z = —/ V.jddz = —j{ j-ds (2.159)
dt Jy v av

wo wir in der letzten Gleichheit den Gausschen Integralsatz

/V-jd?’x—j{ j-ndS=¢ j-dS (2.160)
14 °)% ov

verwenden. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit p eines Teilchen im Volumen V kann sich also nur
dandern, wenn Wahrscheinlichkeitsstrome j aus der oder in die Oberfliche 0V fliessen. Um nun
die Erhaltung der Norm

d
/ Bap(x,t) =0 — / p(x,t) = const (2.161)
dt Jy v

zu zeigen, verwendet man Kugelkoordinaten. Ist die Wellenfunktion normierbar, muss aufgrund
der Bedingung der Quadratintegrabilitit gelten, dass W\Q asymptotisch stiirker abfillt als 1/r3
und somit auch die Wahrscheinlichkeitsdichte!?. Fiir eine normierbare Wellenfunktion lésst sich
dann zeigen, dass das Oberflichenintegral im Fall r — oo

2
lim [ j-dS < lim <47r’"> ~0 (2.162)

r—oo [gy r—00 r3

verschwindet und somit die Gleichung (2.161) gilt.

Denn [i; |1h(z,t)]* < oo in Kugelkoordinaten lautet [dQ [ r*[¢[*dr = 4r [° r®|yp|*dr < co
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KAPITEL 3

Elementare Systeme in der Quantenmechanik

Das Ziel dieses Kapitels wird zunéchst das Losen der stationéren Schrodingergleichung fiir einige
eindimensionale Probleme, welche zum Beispiel bei Beschreibungen von Oberflichen, Uberginge
oder Fehlstellen auftreten. Konkret parametrisiert man solche Systeme mit einer ortsabhingi-
gen Potentialfunktion V(z). Wir beschrdnken uns hier auf das Losen der eindimensionalen-
stationdren Schridingergleichung:

n? a2
2mda?

Hipy(z) = Etn() = +V(@)| ¢ulz) (3.1)

da uns bereits bekannt ist, dass die zeitabhdngigen Losungen mit Hilfe der Wellenfunktionen
¥ (z) und der zugehorigen Energieeigenwerte F,, konstruiert werden:

(2, t) = e Ent/hp () (3.2)

Weiterhin erweisen sich eindimensionale Systeme als niitzlich, da man symmetrische dreidimen-
sionale Systeme oftmals auf ein eindimensionales Problem reduzieren kann, wie es zum Beispiel
beim Zentralpotential (Gleichung 7) oder dem drei-dimensionalen Potenzialtopf der Fall ist.

3.1 Allgemeine Eigenschaften der Losungen

Wir wollen nun einige qualitative Eigenschaften der resultierenden Eigenfunktionen (z) be-
trachten

Stetigkeit

Im einfachsten Fall ist das Potential eine stetige Funktion und alle resultierenden Wellenfunk-
tionen ebenfalls stetig. Um einzusehen, dass die resultierenden Wellenfunktionen gezwungener-
massen stetig sein miissen, nehmen wir an v (z) oder ¢'(z) seien an der Stelle a unstetig. Stelle
O die Heaviside Funktion und § die Dirac Funktion dar, ergeben sich folgende zwei Fille:

e Unstetigkeit ¢(z) bei a: Es gelte (x) «x O(z — a) und somit " (z) < §'(z — a).
e Unstetigkeit ¢'(z) bei a: Es gelte ¢/(z) x O(z — a) und somit " (z) x é(x — a).

In beiden Fillen hat man einen Widerspruch, da bei einer stationdren Schrodingergleichung
P"(x) o< (E — V(x))Y gelten muss. Somit muss fiir ein stetiges oder stiickweise stetiges Poten-
tial die resultierende Wellenfunktion notwendigerweise stetig sein. Daraus lassen sich fiir eine
Sprungsstelle a folgende Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion und deren Ableitung
formulieren:

Yi(a) = Yu(a) und yi(a) = 1p(a) (3-3)
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3. Elementare Systeme in der Quantenmechanik § 2. Symmetrische Potentiale und Paritét

[

|
I a I
Abbildung 3.1: Potential mit Unstetigkeitsstelle

Realitat der Eigenfunktionen

Fiir die fiir uns relevanten Systeme ist die Potentizalfunktion V immer als reell zu betrachten,
um zu gewahrleisten, dass der Hamilton Operator hermitesch gewdhlt werden kann. In diesem
Fall ist die Wahrscheinlichkeitsdichte erhalten. Sei ¢ eine Losung der Schrodingergleichung, dann
sind der Imaginir- und Realteil:

Re() = 3 (4 + ") (3.4)
() = (6 — ") (35)

ebenfalls Losungen. Das bedeutet konkret, dass man die Eigenfunktionen immer so wahlen kann,
dass sie reell sind.

3.2 Symmetrische Potentiale und Paritat

Paritdtsoperation: Die Wirkung des Paritétsoperators P auf eine Funktion ergibt:
Pf(z) = f(—z) (3.6)

Betrachtet man ein um den Nullpunkt symmetrisches Potential'! V(z), dann gelte PV (z) =
V(z). Sei nun ¢ (x) eine Losung der Schrodingergleichung, wollen wir uns nun mit der Frage
beschéftigen, ob die gespiegelte Losung Pi(z) = (z) = ¥p(x) ebenfalls eine Losung ist. Es
gelte:

A A ~ 2 1 A~
PHY(x)=P <_2F:n¢ (x) + V(az)) = PEy(x) (3.7)

Wendet man den Paritéitsoperator auf die einzelnen Elemente an und betrachtet PV (z) = V (z)
und Py"(z) = ¢"(—x), erkennt man, dass dies genau dem Fall der Schrodingergleichung am
gespiegelten Ort

A A A 2 "
HPy(x) = Hy(—x) = —z%lb (—x) + V(=2)(—2z) = Ep(—x) (3.8)

entspricht, unter der Annahme, dass das Potential symmetrisch ist. Kompakt lasst sich dieser
Zusammenhang folgendermassen formulieren:

PH(x) = H(—z) = HPy(x) (3.9)

'Ist das Potential nicht symmetrisch um den Ursprung, lisst sich durch eine Translation des Koordinaten-
systemes jedes Potential so geeignet transformieren, dass es im Ursprung liegt
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3. Elementare Systeme in der Quantenmechanik § 3. Teilchen im Kasten

Das bedeutet, dass der Paritatsoperator und Hamiltonoperator fiir ein symmetrisches Potential
miteinander kommutieren:

PHY(zx) — HPY(x) =0 — [P, H} =0 (3.10)

und somit die gleichen Eigenfunktionen besitzen. Sei also 1 (x) eine Losung der Schrédinger-
gleichung, dann ist auch ¢p(x) = ¥(—x) eine Losung. Genauso sind die symmetrisierten und
antisymmetrisierten Wellenfunktionen

Yo =1p(x) —p(—z) und Py =P(x)+d(-x) (3.11)
mit den Eigenschaften
Pya(a) = +vi (@) und Py_(x) = —_(2) (3.12)

Losungen, woraus man also schliessen kann, dass eine Ldsung fiir ein symmetrisches Potential
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sein muss.

3.3 Teilchen im Kasten

Unser Ziel ist es, die Energie-Eigenfunktionen und Eigenwerte des Systemes mithilfe der statio-
néren Schrodingergleichung und des Potentiales

0 firo<z<a.
Vi) = { SEs (3.13)
00 sonst.
V =00 V =00
V=0
(Barrier) (Barrier)
0 a

Abbildung 3.2: Potentialtopf mit unendlich hohen Winden

zu erhalten. Die Differentialgleichung ist stiickweise definiert, da man zwei Sprungstellen im
Potentialverlauf hat. Innerhalb der Potentialbarriere lautet die Schrédingergleichung

hZ d2
<_2mda:2 + [V(z) = oo]) Y(x) = E(x) Potentialbarriere (3.14)
Jedoch erhalten wir in diesem Bereich nicht die erwiinschten endlichen Energien und damit die
Gleichung erfiillt ist, muss ¢(z) = 0 in diesem Bereich gelten. Unsere ersten Randbedingungen
lauten somit:

$(0) = () = 0 (3.15)
Innerhalb des Kastens gilt folgende Schrodingergleichung;:
R? d?
—%@w(x) = F¢(x), Innerhalb Kasten (3.16)
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3. Elementare Systeme in der Quantenmechanik § 3. Teilchen im Kasten

Es ist angebracht die Differentialgleichung folgendermassen umzuschreiben

d2

SU(e) = —k(@) mit k= 2mb

hQ

(3.17)

Die Losung ¢ (z) = Ae’t* 1 Be~% mit Konstanten A und B, lisst sich explizit schreiben als:

Al sinh(%\/2m|E|) + B cosh(%\/2m|E|>, E <0
Y(z) = Az + B, E=0 (3.18)
A'sin($v2mE) + B cos(£v2mE), E>0

Die Randbedingung ¢ (0) = 0 verlangt in allen Fallen, dass B’ = 0 ist, wie sich leicht zeigen lasst.
Fiir den Energiebereich E < 0 muss weiterhin gelten, dass A’ = 0 ist, damit die Randbedingung
1(a) = 0 ebenfalls erfiillt ist. Die einzigen nicht-trivialen Losungen befinden sich also im Bereich
E > 0. Aus der Randbedingung am linken Rand des Kastens ging hervor, dass B’ = 0 ist, da

¥(0) : B’ cos(0) + A’sin(0) = 0 (3.19)
Fiir den rechten Rand ¢ (a) = 0 ergibt sich die Bedingung mit B’ = 0:
Y(a) : A'sin(ak) =0 (3.20)
Die nicht trivialen Losungen, i.e A’ # 0 lassen sich direkt aus der Bedingung
sin(ak) =0 = ak=nn (3.21)

bestimmen. Als Losung erhalten wir somit

kn = % mit n=1,2... (3.22)
a

Somit sind also nur diskrete Wellenzahlen k erlaubt, weshalb man von einer Quantisierungsbe-
dingung spricht. Der Index n wird verwendet, um verschiedene Energieniveaus und Zustande zu
kennzeichnen.

Bemerkung: Obwohl negative n ebenfalls erlaubt sind, werden diese vernachlédssigt, da sie
den positiven n dquivalent sind. Dazu erinnere man sich, dass ein allgemeiner Phasenfaktor
—1 = €'™ (Siehe: Strahl im Hilbertraum) den Zustand unveréindert lisst.

Die dazu korrespondierenden Wellenldngen lauten:

_21 2a

An == 3.23
Pl (3.23)

d.h nur ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenlénge ist erlaubt; analog zu den erlaub-
ten Wellenlédngen stehender Wellen auf einer Saite mit zwei feststehenden Enden. Mithilfe des
Zusammenhanges des Wellenvektors k& und der Energie E aus (3.17) erhalten wir:

h2k2
E, = - 3.24
" 2m ( )
und die Wellenvektorquantisierung (3.22) fiithrt zu den quantisierten Energieniveaus:
2,252
n“m<h )
E, = ST mit n=1,2... (3.25)
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3. Elementare Systeme in der Quantenmechanik § 3. Teilchen im Kasten

Die den quantisierten Energieeigenzustiande zugehérenden Wellenfunktionen miissen nun eben-
falls quantisiert sein, damit die Schrodingergleichung uns die erwiinschten Energieeigenwerte
liefert. Unsere Wellenfunktionen lauten somit:

nmnx

bn(z) = A’ sin(T), mit n=1,2... (3.26)

Die Konstante A’ ldsst sich nun mithilfe der Normalisierungsbedingung der Wellenfunktion be-
stimmen, welche besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Potentialtopf anzutreffen
eins sein muss:

1= (Pnlthn) = IA’}2/0 da sin? (?) - g\A’\Q (3.27)

wo wir lediglich im Bereich 0 bis a integriert haben, da die Wellenfunktion ausserhalb ohnehin
null ist. Die Konstante A’ kann nun reell und positiv gewahlt werden, da ohnehin ein komplexer
Phasenfaktor nicht gemessen werden kann?. Somit lautet die Normierungskonstante A’ = \/2/7@
und wir erhalten die folgenden normierten Energieeigenzustéinde:

() = \/gsin(l;m) (3.28)

Unendliches Kastenpotential: Fiir das Unendliches Kastenpotential habe man folgende Poten-
tialfunktion:

V(z) =

0 < a
{ wr=r=a (3.29)

o0 sonst.

Das Verfahren

[. Stationidre Schrodingergleichung Die Schrodingergleichung innerhalb des Kastens

(0<z<a)
B2 g2 d2 5 ) 9 2mE
—o—=— (z) = Ep(z) — 7dm2¢(x) = —k“(x) mit k°= 5 (3.30)

II. Wellenfunktionen Fiir das Nullpotential ist die stationédre Schrédingergleichung ei-
ne gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, welches komplexe exponentielle
Losungen der Form ¢(x) = Aexp(ikz) + Bexp(—ikz) besitzt. In den Regionen mit
dem Potential V(z) = oo kann sich das Teilchen nicht aufhalten und somit ist die
Wellenfunktion dort null. Man habe somit folgenden Ansatz fiir die Wellenfunktion

Aet*T 4 Be~tkr  fiir 0 <z < a

P(z) = { (3.31)

0 sonst

III. Randbedingung Die Wellenfunktion 1 (z) muss im gesamten Definitionsbereich ste-
tig sein. Somit muss die Wellenfunktion an den Sprungstellen x = 0 und z = a die
Bedingungen (0) = 0 und ¢(a) = 0 erfiillen.

(a) Randbedingung: 1(0) = 0 — Wellenfunktionen sind sinusférmig

Y(0)=0— A=—B = (z) = A(e™® — %) = A'sin(kz) (3.32)

?Dies wird im nichsten Kapitel mit dem Ket Vektor nochmals ersichtlicher
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3. Elementare Systeme in der Quantenmechanik § 4. Potentialstufe

(b) Randbedingung: ¥ (a) = 0 — Wellenzahl ist quantisiert:

b(a) = A'sin(ka) = 0 = ky, = %ﬂ mit n=1,2,... (3.33)

IV. Normierung Die Konstante A’ wird durch die Normierungsbedingung bestimmt:
2 [° . o (NTX a, ;2 , 2
1 = (Yp|thn) = }A ‘ dz sin <—> = §‘A ’ S A =4/= (3.34)
0 a a

V. Normierte Losungen: Setzt man die erhaltenen quantisierten Wellenzahlen (3.33) und
die Normierungskonstante (3.34) in Gleichung (3.32) ein, erhalten wir die quantisierten
Wellenfunktionen 1, (z) und die zugehorigen Energie-Eigenwerte E,;:

V() = \/zsin(n;m) wnd B, =k _ <@>2 (3.35)

om  2m \ a

In der Abbildung (3.3) sind die ersten drei Wellenfunktionen der niedrigsten Energiezusténde:

Y1(x) = ﬁasin(ﬁ), E, = h—z (E>2

a 2m \a

Pa(x) = \/§asin<2zx>, Ey, =4F;

1/)3(513) = \/ESiH(Zx), E3 = 9E1

und deren Wahrscheinlichkeitsdichten:

zu sehen.

Es soll betont sein, dass die Grundzustandsenergie E7 nicht null ist, obwohl es der niedrigsten
erlaubten Energie entspricht, welches ein Teilchen in einem Kasten besitzen kann. Wir werden
sehen, dass dies nicht nur beim Teilchen im Kasten der Fall ist, sondern dass alle quantenme-
chanischen Systeme immer eine minimale Energie, die sogenannte Nullpunktsenergie, besitzen,
welche grosser als null ist.

3.4 Potentialstufe

Wir betrachten ein Stufenpotential, welches durch die folgende Potentialfunktion parametrisiert

werden kann:
0 <0
Vi) =4 ° (3.36)
Voo >0

Wir wollen nun die zwei Situationen im Rahmen der klassischen Physik betrachten.
e Fall £ > Vj: Das Teilchen kann sich iiberall aufhalten, hat aber aufgrund der Energieer-

haltung einer geringere Geschwindigkeit im Bereich « > 0 als = < 0.
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U, (2)4 W, (2)]” 4

n:3 \/ » » L

n=2 > T > T

n=1 > > T
0 L 0 L

Abbildung 3.3: (Links) Energie Spektrum und resultierende quantisierte Wellenfunktionen der
drei niedrigsten Teilchenzustidnde. Die Energieskala (y-Achse) ist hier nicht massgerecht einge-
zeichnet (Die Energieniveaus skalieren nimlich mit n?E;). (Rechts) Aufenthaltswahrscheinlich-
keit der drei niedrigsten Teilchenzustédnde fiir ein Teilchen im Kasten. Ein Teilchen im Grund-
zustand tritt somit am wahrscheinlichsten in der Mitte des Potentialkastens auf.

V(z)
11

Vo

0 T

Abbildung 3.4: Stufenpotential

e Fall £ < Vj: Das Teilchen kann in diesem Fall das Stufenpotential nicht iiberbriicken und
kann sich somit lediglich im Bereich < 0 befinden.

Im Rahmen der Potentialstufe ist es sinnvoll, die Transmission- und Reflexionswahrscheinlichkeit
zu definieren:

Transmissionwahrscheinlichkeit und Reflexionswahrscheinlichkeit: ji,.,s beschreibt eine nach
rechts auslaufende Stromdichte und jj, die von links einfallende Stromdichte jiy.

7= Vel g g et (3.37)
| in] | in]

3.4.1 Fall x <0 (Bereich I)
Im Bereich x < 0 gelte V(x) = 0 und die die stationdre Schrodingergleichung lautet:

K d?
 2mda?

V() = Evp(z) (3.38)
Es ist wieder angebracht, eine Substitution durchzufiihren:

d2

(@) = k() mit k= 2mE

hZ

(3.39)
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Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet:
Yr(x) = Ae't® 4 Be~ike (3.40)

Die Wellenfunktion vy (z) kann als Superposition einer in 4z-Richtung einlaufenden Wellen-
funktion mit Amplitude A und Impuls Ak und einer in —x Richtung reflektierten Welle mit
Amplitude B und Impuls Ak interpretiert werden. Weiterhin muss man zwischen zwei Féllen
unterscheiden, je nachdem ob die Energie grosser oder kleiner als null ist:

- {\/2mE/h, E>0

3.41
iv2mE/h, E <0 (3.41)

Wir verlangen eine oszillierende Losung fiir (3.40)%, da wir nicht wollen, dass unsere Wellen-
funktionen reelle Exponenten hat. (Fiir den Fall E < 0 hitte man némlich 2 = —1 und man
wiirde zwei Exponentialfunktionen erhalten, welche im unendlichen explodieren beziehungsweise
verschwinden. Beide Fille entsprechen einem unphysikalischen Zustand). Wir betrachten eine
von links eintreffende Wellenfunktion und setzten somit A = 1 und B = r. Somit gilt zusam-
menfassend fiir x < 0O:

Up(x) = ™ 4+ re”*  mit  k reell und positiv (3.42)

Um den Koeffizenten R eine physikalische Grosse zuzuweisen, betrachte man die Wahrschein-
lichkeitsstromdichte:

oV

, ih My, hk o .
_ = — - =—01- = Jin = Jre 4
@) = g (0 5E = w5 ) = 2= 1) = o = (3.43)
wo wir folgenden Ausdruck verwendet haben
81/}}; _ ikx —ikx\ /[ ; itkx —ikx\ __
(s o (€™ +re™""*)(ik)(e re” ") =ik (3.44)
x

Wir sehen also, dass \r|2 ein Mass dafiir ist, wieviel von der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j_
in die Reflexion iibergeht. Das Minuszeichen im Subscript soll darauf hinweisen, dass dies die
Stromdichte im Bereich z < 0 ist. Wir konnen also mithilfe des Koeffizienten r, die Reflektions-
wahrscheinlichkeit R mithilfe von

Jin

erhalten.

Bemerkung: Betrachtet man erneut die Wellenfunktion (3.40) aber setzt in diesem Fall A # 1
und B = R, verwendet den bekannten Ausdruck der Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

h d? d?
i = —— [V | —=¢ | — | =7 A
J 2mi [w (de ¢> <dx2¢ )14 (346)
und kiirzt die Exponenten
Rk o N Bk, o |B|? o
== A — |B = — A 1-— = Jin — Jre A
j m(ll ||> mll( A ) = i et (3.47)

3Konkret verlangen wir, dass wir einen imaginiren Exponenten haben, welcher verlangt, dass k reell und
positiv ist und aufgrund von (3.41) somit E > 0
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erhalten wir folgende zwei Ausdriicke:

hikr| A? hki| B|?
o= AL g P (3.48)
m m
woraus sich wiederum der Reflexionskoeffizient r als Verhaltnis der Wahrscheinlichkeitsam-

plituden der einlaufenden Welle und der reflektieren Welle beschreiben l&sst:

|BJ?
r=_— 3.49
3.4.2 Fall z > 0 (Bereich II)
Hier ist das Potential V(x) = V{ und somit ergibt sich folgende Schrodingergleichung
n? d? d? 2m
- =F — i =——(F— 3.5
< 2m dz? + VO> i) i) = dz2 % 72 ( Vo)in(x) (3.50)

Wir miissen zwischen den zwei Féallen £ > Vp und F < Vj unterscheiden, um die Losungen
genauer zu analysieren.

Fall E >V, (Partielle Reflexion)

In diesem Fall erhalten wir die allgemeine Losung:

2m(E —Vp)

Yi(z) = Ce'™ + De” ™ mit | = -

(3.51)
Wir setzten den Koeffizienten D = 0, da wir annehmen, dass keine von rechts einkommenden
Teilchen einer Quelle in & = 400, existieren.?. Eine eingehende Welle im Bereich z < 0 wird
am Stufenpotenial x = 0 entweder reflektiert (bereits behandelt) oder transmittiert. Wir setz-
ten deshalb fiir die links-eingehenden Welle C'exp(ilz) den Koeffizienten C' = ¢, und unsere
Wellenfunktion im Bereich z > 0 lautet:

Yi(z) = te™  mit I reell und positiv (3.52)

Wir verlangen, dass die Wellenfunktion am Ubergang z = 0 stetig ist und erhalten somit die
folgenden Randbedingungen fiir unsere Wellenfunktionen (3.52) und (3.42):

Yi(0) =¢(0) = 1+r=t (3.53)

(‘ﬁ)xzo — (‘ﬁ’f)x:o = (I-r)k=t (3.54)

Das Gleichungssystem lésst sich leicht fiir den Transmissionkoeffizienten und Reflexionskoeffizi-
enten l6sen:

und

2 1L
:77 r = 1
1+ 4 1+ 4

t (3.55)

Um den Koeffizienten ¢ genauer zu untersuchen betrachten wir erneut die Kontinuitatsgleichung
und verwenden dazu die Wellenfunktion (3.52)

. nl .
j+(l‘) = E|t|2 = Jtrans (356)

4Wie nehmen an, dass Teilchen nur von einer Quelle links der Potentialstufe eintreffen.
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Die Transmissionwahrscheinlichkeit 7" ergibt sich als Verhaltnis der transmittierten Stromdichte
Jtrans und der einfallenden Stromdichte j;, zueinander:

jtrans l 2 4L
T === %\t\ = % (3.57)
Jin (1+ %)

wo wir ji, = hk/m aus der Gleichung (3.43) genommen haben. Zusammenfassend, ergibt sich
fiir das Stufenpotential mit £ < V| folgende Reflektionswarhscheinlichkeit R und Transmissi-
onswahrscheinlichkeit T":

i
(1+£)°

2
PO RN Chu IR N

- 3.58
Jin (1+ é)Q Jin k (3:58)

Wir verlangen, dass die beiden Wahrscheinlichkeiten sich zu eins summieren, konkret also R +
T = 1. Diese Tatsache ldsst sich direkt aus der Erhaltung der Stromdichte j; = j— — jin =
Jrefl + Jtrans ablesen:

hk 2 hl 2 ! 2
(A=) =t = R= (3.59)
T

Im Bereich E > Vj verlangsamt sich ein klassisches Teilchen lediglich am Ubergang, da ein Teil
seiner kinetischen Energie aufgewendet werden muss um die Potentialbarriere zu iiberwinden.
Das Teilchen bewegt sich jedoch weiterhin in +z-Richtung weiter. Somit ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Teilchen an der Potentialbarriere reflektiert und in —z-Richtung propagiert, gleich
null und wir setzen Ryj,ss = 0 und Ti.ss = 1. Betrachten wir ein Quantenmechanisches Teilchen,
dann gilt fiir den Fall E — oo, dass das Potential Vj unerheblich ist und wir kénnen behaupten,
dass [ = k ist, und das Teilchen verhélt sich klassisch da R =0 und T = 1.

3.4.3 Fall £ <V} (Totalreflexion)

In diesem Fall lautet die Losung:

2m(Vo — E
Ye(x) = Ce™ ™ + D™ mit k= m(ho) (3.60)
Um eine endliche Losung zu erhalten, verlangen wir, dass D = 0 und C = t damit der Term fiir

2 — oo nicht divergiert® und somit:

Yi(x) =te™ ™ mit K reell und positiv (3.61)

Analog zum Fall £ > Vj muss die Losung am Ubergangspunkt x = 0 stetig sein und es ergeben
sich folgende Randbedingungen:

Ve(0) =Yr(0) = 14r=t (3.62)
und " a0
K k .
= === = 1—r)k=—t 3.63
( dx >x0 < dx ):cO Z( T) " ( )
womit man die Reflexions- und Transmissionsamplituden bestimmen kann:
k—ik 2k
p = . 4
"k rin k+ i (364

SKonkret wire solch ein Zustand nicht physikalisch, da wir verlangen, dass wir eine endliche Wahrscheinlich-
keitsdichte \w,ﬁ|2 erhalten und somit konnte der Zustand nicht dem Raum der Wellenfunktionen Ly angehoren
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Fir die Reflextionswahrscheinlichkeit erhalten wir schlussendlich:

Jin

wo wir die Eigenschaft komplexer Zahlen |z|> = zz*verwendet haben:

o (k—ir)(k+ik)
I = E i —in) (3.66)

Wie in der klassischen Mechanik besteht hier somit Totalreflexion (R = 1) und fiir den Teilchen-
strom gelte ji, = jrei- Aus der Bedingung:

J-=J+ = Jin — Jrefl = Jtrans (3.67)
Mit jin = jren bemerke man auch sofort, dass fiir den transmittierten Wahrscheinlichkeitsstrom
Jtrans = 0 gelten muss. Somit findet also kein Teilchenfluss nach rechts in den klassisch verbotenen
Bereich statt. Da jedoch die Transmissionsamplitude ¢ ungleich null ist, wie in Gleichung (3.64)
ersichtlich, unterscheidet sich der quantenmechanische- vom klassischen Fall, denn die rdumlich
gedampfte Welle exp(—~kz) hat eine von null verschiedene Wahrscheinlichkeit in den klassisch
verbotenen Bereich einzudringen®.

Klassisch ist ¢ = 0 und somit auch die Transmissionwahrscheinlichkeit. Hier gilt jedoch,
dass t # 0 und somit ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen bei x > 0 anzutreffen nicht
gleich Null. Da jedoch die Wahrscheinlichkeit fiir z > 0 exponentiell abfillt, erreicht das
Teilchen niemals x = co.

3.5 Allgemeine Potentiale

Um komplizierte und zusammengesetzte Potentiale zu betrachten, wollen wir das bisher ver-
wendete Verfahren fiir zwei Bereiche auf eine beliebige Anzahl an Schnittstellen erweitern. Im
allgemeinen gelte:

e fiir ' < Vj: oszillierende L6sung.

o fiir £ > Vj: exponentiell gedampfte Losung

Vorgehen bei mehreren Potentialstufen: Das Verfahren kann auf zwei Schritte reduziert werden
I. Bestimmung der Losung in jedem Bereich des konstanten Potentials

II. Bestimmung der Koeffizienten aus Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion ¢ und
dessen Ableitungen, an jedem Ubergangspunkt

3.5.1 Endlicher Potentialtopf

Der endliche Potentialtopf hat fiir Vj > 0 folgende Potentialfunktion
—V, <
Vigy={ Vo lal=sa (3.68)
0 |z| > a
Wir erhalten zwei Félle

e Fall -V < E < 0: gebundene Zustande (exponentielle Dampfung fiir |z| < a)
e Fall F > 0: freie Zusténde

SEine ausfiihrliche Diskussion zur Totalreflexion, kann man im Bartelmann auf Seite 856 oder im Cohen auf
Seite 66 finden
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V(z)

Abbildung 3.5: Endlicher Potentialtopf

Fall -V < E <0

Dieser Fall wurde nicht explizit in der Vorlesung behandelt ist aber vollstandigkeitshalber hier
aufgelistet.

I. Zeitunabhingige Schrodingergleichung Die Schrodingergleichung fiir die einzelnen
Bereiche lautet:

d72 () = —1%9(x) mitl:w>0 fir —a<z<a (3.69)
dz? E2p(xr) mit k= 7V_25mE >0 sonst

II. Wellenfunktionen Aus der Schriodingergleichung der einzelnen Bereichen erhalten wir
folgende Ansétze fiir unsere Losungen:

Y1(x) = e fir < —a
Y(x) = S o(x) = Acos(lx) + Bsin(lz) fiir |z| <a (3.70)
Y3(z) =te ™ fiir x>a

wo wir fiir den Fall 2 dquivalent 1o (x) = A’e® + B'e™"* hitten verwenden kénnen.

III. Randbedingungen Wir verlangen, dass die Wellenfunktion ¢ (x) und die erste Ableitung
an den Grenzen z = —a und x = a stetig sind. Wir erhalten die folgenden Randbedingun-
gen:

Beixz=—a: 1(—a)=192(—a) und <(ﬁ>($_a) = <(Z’i2>($a) (3.71)

Beiz=a: o(a)=13(a) und <(Z§:2>(wa) = (ﬁf)(xa) (3.72)

Mit diesen vier Randbedingungen erhéalt man folgendes Gleichungssystem:

e~k —cos(la)  sin(la) 0 1

ke=ke  —lsin(la) —Icos(la) 0 A
=0 (3.73)

0 —cos(la) —sin(la) e7*e B

0 Isin(la) —lcos(la) —ke ke t
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IV. Lésungen Da das Potential symmetrisch ist und die Bedingung V (z) = V(—x) gilt folgt,
dass ¥ (x) gerade oder ungerade sein muss. Dies sieht man auch indem man die Zeile
1 und Zeile 3 der Matrix aus multipliziert. Aus den Randbedingungen erhalten wir fiir
den symmetrischen und den anti-symmetrischen Fall transzendente Gleichungen fiir die
Energie-Eigenwerte E und die Amplituden der trigonometrischen Funktionen A und B:

(a)

Symmetrische Losungen: 1 =¢,B =0

ek flir r < —a
P(x) = < Acos(kz) fir —a<z<a (3.74)
Ae~h® fir x > a

Fiir diesen Fall ist die Wellenfunktion symmetrisch zum Ursprung und besitzt somit
eine gerade Paritdt. Um einen Zusammenhang zwischen den Grossen k£ und [ herzu-
stellen, betrachten wir die ersten zwei Zeilen der Matrix, unter der Einschriankung
der symmetrischen Losungen 1 =t und B = 0:

e = Acos(la) (3.75)
ke = Alsin(la) (3.76)

Teilt man Gleichung (3.76) durch Gleichung (3.75) kommt man auf folgende tran-
szendente Gleichung

. k=ltan(la) | (3.77)

Nur Wellenvektoren k und [ welches die obige Gleichung erfiillen konnen symmetrische
Losungen des Problems sein.

Anti-symmetrische Lésungen: 1 = —t, A =0
ke fiir x < —a
Y(z) = { Bsin(lx) fir —a<z<a (3.78)
—ek® firz > a

Fiir diesen Fall ist die Wellenfunktion anti-symmetrisch zum Ursprung und die Wel-
lenfunktion hat eine ungerade Paritdt. Betrachten wir Zeile 3 und 4 der Matrix unter

der Einschrénkung der Anti-symmetrischen Losungen 1 = —t und A = 0:
te™* = Bsin(la) (3.79)
—tke % = Bl cos(la) (3.80)

und teilt die Gleichung (3.80) mit der Gleichung (3.79), erhélt man erneut eine tran-
szendente Gleichung welche die zwei Grossen [ und k in Beziehung setzt:

’ —k = lcot(la) ‘ (3.81)

In beiden Fillen ist zu bemerken, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¢(z)|* im klas-
sisch verbotenen Bereich |z| > a nicht verschwindet, sie ist aber exponentiell unterdriickt
und das Teilchen bleibt somit im Potenzialtopf gebunden.

V. Energieniveaus Um die zwei transzendente Gleichungen

_ {ltan(la) (3.582)

—lcot(la)
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zu losen, soll bereits angemerkt sein, dass die zwei Grossen [ und k£ beide von E und Vj
abhéngen. Fiir gebundene Zustidnde varrieren die Ausdriicke:

hk = +/2m(E+Vy) und hl=+v—-2mE (3.83)

zwischen 0 und der Grenze hko, welche von der Topftiefe abhiingt,da (hko)? = 2mVj.

Mithilfe einer Substitution v = la und v = ka kénnen wir die Gleichung auf eine Variable

reduzieren. Die beiden Ausdriicke v und w sind iiber v? = u% — 4?2 miteinander verbunden

(Diesen Zusammenhang erkennt man, indem man die Gréssen [k und k betrachtet), wo
wir die Konstante als u3 = (hkg)? = 2mVy/h? definiert haben. Somit folgt, dass g fiir
ein gegebenes Potential V) konstant ist und man die Gleichung (3.82) folgendermassen

ausdriicken kann:
t
ud —u? = {u an(u) (3.84)

—u cot(u)

Die Funktion y/u3 — u? definiert im Bereich [0, kpa] eine monoton fallende Funktion, welche
am linken Intervallende der Grosse ug = hkg entspricht und am rechten Intervallende

verschwindet. Jeder Schnittpunkt der Funktion fi(u) = y/u3 —u? und der Funktionen

4 utan(u) —ucot(u)

(grosse Vy — grosse ug)

(kleine Vo — kleine wug)[~

> U
Abbildung 3.6: Graphische Losung der Transzendenten Gleichung

fo(u) = utan(u) und f3(u) = —ucot(u) tiber dem gebundenen Intervall [0, koa] definiert
einen erlaubten Zustand. Die endliche” Anzahl an Schnittpunkten N fiir eine gegebene Topf
tiefe ist gleich der Anzahl an Nullstellen der Tangens- bzw. Kotangsfunktion im Intervall
[0, koa]. Da die Funktion utan(u) durch null geht, erhélt man immer eine Losung fiir w,
welche die Gleichung (3.84) 16st. Erhoht man ug, beziehungsweise V), wird der Radius des
Kreises grosser und es taucht ein zweiter gebundener Zustand auf, welcher einer Nullstelle
der Cotangensfunktion, i.e ungeraden Funktion, entspricht.

Fall E > 0 (Streuung)

In diesem Fall beschreibt man erneut eine von links eintreffende Welle, die an beiden Sprung-
stellen des Potentialtopfes teilweise reflektiert beziehungsweise transmittiert werden kann:

ek 4 e~ Fir z < —a,
P(z) = Asin(lx) + Bceos(lz), Fir |z| <a (3.85)

te’*  Fir z > a,

"Dies ist ersichtlich, da es nur eine begrenzte Anzahl von gebundenen Zusténden fiir eine gegebene Topftiefe
Vo gibt. Fiir Energien grosser als Vi sind die Teilchen nicht mehr im Potenzialtopf eingefangen, sondern frei.
Dieser Fall entspricht £ > 0.
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wo wir die Wellenzahlen k = v2mE/h, | = \/2m(E + Vy)h definiert haben. Insgesamt haben
wir vier Randbedingungen:

¢ 1.Randbedingung: Stetigkeit von ¢ bei z = —a
e~ 4 reth® — _ Asin(la) + B cos(la) (3.86)
wo wir die Eigenschaften sin(—la) = —sin(la) und cos(—la) = cos(la) verwendet haben.

e 2. Randbedingung: Stetigkeit von d¢/dz bei x = —a
ik [e_ika - reik“} = [[Acos(la) + Bsin(la)] (3.87)

¢ 3. Randbedingung: Stetigkeit von ¢ bei z =«
Asin(la) + B cos(la) = te™*® (3.88)
e 4. Randbedingung: Stetigkeit von d¢/dz bei x = —a
I[Acos(la) — Bsin(la)] = ikte*® (3.89)
Das Gleichungssystem kann gelost werden fiir welches man folgende Amplituden erhélt:
. Z,sim(?la) ke~ 2ika
2kl 21k cos(2la) — i(12 + k2) sin(2la)

womit wir wie folgt auf eine Transmissionwahrscheinlichkeit schliessen kénnen, welche von der
Energie des Teilchens abhéngt:

(I —k*t und t= (3.90)

. .92 2N\ —1
Jtrans 2 s (2la)V0 >
TE)=——=t"=|14+ ———=—% 3.91
Fir T < 1 wird ein Teil des einlaufenden Stromes am Potentialtopf reflektiert. Resonante
T“
1 ........................................................

> F

Abbildung 3.7: Transmissionswahrscheinlichkeit als Funktion der Energie F des Teilchen. Fiir
den Fall V >> h?/2ma? ist die Amplitude der Oszillation fiir die Transmissionwahrscheinlichkeit
hoher.

Transmission, welches dem Fall T'= 1 entspricht (kein reflektierter Strom), erhalten wir fiir den
Fall, in dem der Sinus verschwindet, also fiir 2la = n. Die resultierenden Energie-Eigenwerte:
R21? 5 R2pi?
En—%—vo—n 8ma?
nennt man Resonanzenergien. Die Eigenwerte sind dquivalent zu denen eines unendlich tiefen
Potenzialtopfs mit derselben Breite 2a. Die Transmissionwahrscheinlichkeit ist minimal fiir die
Fille, in welchen die Amplitude [, der Gleichung

o + 1
%a = "; . (3.93)

-V>0 (3.92)

geniigen.
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3.5.2 Potentialbarriere

Wir wollen noch kurz die Potentialbarriere erwiihnen, welches in den Ubungen genauer behandelt
wird. Sie hat folgendes Potential

Vo, 0<z <
V(z) = { o T=E= (3.94)
0 sonst

mit Vj > 0. Dieser Fall ist &hnlich zum Stufenpotential, nur dass hier selbst im Falle 0 < E < Vj,
die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen rechts der Potentialbarriere aufzutreffen nicht null ist, da
IT|? > 0 ist. Dies ist der sogenannte Tunneleffekt und ist ein zentraler Unterschied zwischen
klassischer Mechanik und Quantenmechanik.
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KAPITEL 4

Formalismus der Quantenmechanik

Im Kapitel 2 haben wir bereits einige grundlegende mathematischen Werkzeuge zur Behandlung
der Quantenmechanik eingefiihrt. Dort haben wir uns ausschliesslich im Orts- bzw. Impuls-
raum aufgehalten. Das Ziel dieses Kapitels wird es sein, dieses mathematische Grundgeriist zu
vervollstandigen und mithilfe der Dirac-Darestellung den Formalismus zu verallgemeinern.

4.1 Mathematischer Formalismus

4.1.1 Dirac Notation

Bis jetzt haben wir uns ausschliesslich mit ortsabhingigen Wellenfunktionen der Art ) (z,t)
befasst. Es wurde bereits in Kapitel 2 betont, dass die Wellenmechanik komplett dquivalent in
der Impulsdarstellung formuliert werden kann. Diese Erkenntnis motiviert, eine Koordinaten-
unabhéngige Darstellung der Zustédnde zu formulieren. Zu diesem Zweck fiihrt man die Dirac
Notation ein, welche als grundlegende Grossen die sogenannten Kets und Bras besitzt. Zusam-
men bilden diese das Skalarprodukt (’Bra-ket’)

(Wlp) = (¥, 9). (4.1)
Mithilfe des Kets |1)), lasst sich die Wellenfunktion im Ortsraum dann zum Beispiel wie folgt
mithilfe einer Projektion auf den Ortsraum konstruieren: i (x) = (x|¢). Auf die genaueren

Details solch einer Projektion gehen wir in Abschnitt (4.3) ein.

Da die Dirac Notation als Basis-unabhéngig anzusehen ist, soll auf Notationen der Art
|1(x)) verzichtet und stattdessen |¢) verwendet werden.

Ket-Vektor

Der Vektor eines Zustandsraumes H wird durch einen 'Ket’(-Vektor) [¢) gekennzeichnet. Die
Menge aller Kets spannen den Hilbertraum H auf. Es soll angemerkt sein, dass Zusténde eines
physikalischen Systems streng genommen durch einen Strahl in einem Hilbertraum {e |¢) | a €
R} dargestellt werden. Das bedeutet konkret, dass zwei Zustdnde mit verschiedenen Phasenfak-
toren bei einer Messung ununterscheidbar voneinander sind. Somit sind zum Beispiel die beiden
Zustande

[¥) =€), (a€R) (4.2)

dquivalent.
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 1. Mathematischer Formalismus

Bemerkung: Als Beispiel werden die Zusténde eines N-Teilchensystems in der Wellenmecha-
nik durch den Strahl:

[W] = {ep : ¢ € Ly(R3N), ||| = 1,0 € R} (4.3)

beschrieben.

Multipliziert man einen Ket |¢)) € H mit einer komplexen Zahl A, dann ist das resultierende
Produkt wieder ein Ket des Zustandsraumes: H:

(M) = AfY) = [¥) A (4.4)

Weiterhin ist die Summe zweier Kets |¢)) und |p) wieder ein Ket:

) +[¥) =1v) mit  |o),[¥),[v) €H (4.5)

Mithilfe dieser Eigenschaften kann man sich leicht vergewissern, dass die Menge aller Ket-
Vektoren einen linearen Vektorraum bilden.

Bra-Vektor

Ahnlich wie bei den Ket-Vektoren, spannen die Bra-Vektoren einen Vektorraum auf. Um diesen
Bra-Raum definieren zu konnen, miissen wir zunéchst das Konzept des Dualraum H* eines
Zustandsraum H einfiihren.

Dualraum: Ein linear beschrinktes Funktional® Fq,b auf dem Hilbertraum ist eine Linearform,
welches jedem Ket [1)) wie folgt eine komplexe Zahl zuordnet:

vy € H P, 7ahl gegeben durch Fi[|¢)] (4.6)
Linearitat bedeutet, dass fiir zwei Elemente A; |¢)) und A [¢2) folgendes gelte:

Fo[M [91) + A2 [9h2)] = M Fp[|v1)] + Ao Fop )] (4.7)

Mithilfe der Verkniipfungen

Fprta )] = F 1] + F [9)] (4.8)
Py [h)] = X F, )], mit AeC (4.9)

lasst sich leicht iiberpriifen, dass der Dualraum (Die Menge aller linearen Funktionale Kets

[¥) € H)
H* ={F, | F, : H — C; F, linear} (4.10)

die Bedingungen eines linearen Vektorraums erfiillt.

“Ein Funktional heisst beschriankt, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle v € H,
|Fo[|9)]] < cf|v]| gilt. Ist die Abbildung zwischen zwei metrischen Rdume stetig, dann ist das lineare Funktional
automatisch auch beschrankt.

®Lineare Funktionale sind keine Linearen Operatoren (Lineare Operatoren — Ket, und Lineare Funktionale
— Zahl)

Bra-Vektoren, welche mithilfe von (...| gekennzeichnet werden, sind nun Elemente des Dual
Raumes H* und spannen den Bra-Raum:

H = {{¢], (el } (4.11)
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 1. Mathematischer Formalismus

auf. Unter einem Bra (1| versteht man somit dem zum Ket |¢) zugeordneten Funktional Fy.
Wir wollen nun die Eigenschaften des Dualraum nochmals vollsténdigerweise in Dirac Notation
auffithren. Sei A € C dann gilt:

(ol + @l = (1 wnd Ap[ =" (Y| (4.12)

Beispiel: Ein Beispiel eines Funktionals ist die Delta Distribution:
Ouo (f) = (wol ) = f(zo) (4.13)
I

Mithilfe des Darstellungssatzes von Fréchet-Riesz:

Theorem 4.1.2: Sei H ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem beschrinkten Funktional
F, € H* genau ein Ket |p) € H, sodass folgendes gelte:

Fo() = (ol¥), V) eH (4.14)

Fir die Norm habe man:
1 Fpllge = llollgy (4.15)

lasst sich folgern, dass eine explizite Zuordnung (Isomorphismus der zwei Rédume) zwischen den
Bra- und Ket-Vektoren besteht:

H <= H*
V) <= (Y]
[9) = c1]n) + ez [vh2) <= (Y] = ] (1] + 5 (Y2

A Es soll angemerkt sein, dass diese Korrespondenz nur gelte wenn die Bra-Vektoren als
beschrdnkte lineare Funktionale betrachtet werden. Sind diese nicht beschrankt, kann man
im unendlich-dimensionalen Fall nicht immer jedem Bra- einen Ket-Vektor zuordnen. Eine
Diskussion dariiber kann im Cohen-Tannoudji Band 1 auf Seite 94 gefunden werden.

Skalarprodukt

Mithilfe der Dirac Notation lédsst sich das Skalarprodukt als ein abstraktes, basisunabhéngiges
Objekt definieren.

Dirac-Schreibweise fiir das Skalarprodukt: In Dirac Notation ist das Skalarprodukt (1|p) zweier
Elemente ¢,1) € H eine Abbildung H x H — C mit den folgenden Eigenschaften:

L (¥lp) = {pl¢)"  (Symmetrie)
II. (¢|p) >0 und (¢|¢p) = 0 nur wenn |¢p) =0 (Positivitét)
III. {p| M1 + A2vp2) = A1 (p|th1) + A2 (@p]i2) (Linearitét)

IV. (Ao + Aaoplth) = AT (p1]Y)) + A5 (p2[Y)  (Antilinearitét)

Zwei Elemente eines Hilbertraumes [v) , |¢) sind orthogonal zueinander, wenn die Bedingung
(1h|) = 0 erfiillt ist.
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 1. Mathematischer Formalismus

Das Skalarprodukt lésst sich in Worten ausgedriickt als die Zahl bezeichnen welche man bei der
Anwendung des linearen Funktionals (¢| = F, € H* auf den Ket |¢)) € H erhilt

Follg)] = (el)  VIv) e H. (4.16)
bisherige Schreibweise Dirac Schreibweise
Hilbertraum H={d1,...} H=A{|p),[v),...}
Zustand veH ) € H
Skalarprodukt (1, 9) (Vo)
Element des Dualraumes Fy (¥
Dualraum H* = {Fy, Fp,...} H={{¥l,{¢l,...}
Wirkung von Operatoren | 1 = A¢p und Fy, = Fj; ) = Alp) und (| = (¢| A

Tabelle 4.1: Vergleich der bisherigen Notation und der Dirac Notation

Direktes Produkt
Sei (| ein Bra und |¢), [€) Ket’s des Hilbertraumes H, dann definiert das direkte Produkt
[0) (9] 1€) = (¥1€) |9) (4.17)

einen linearen Operator. Es es ist somit ersichtlich, dass die Reihenfolge der Ket’s und Bra’s von
Bedeutung sind.
Kets und Bras in endlich-dimensionalen (oder separablen) Hilbertraumen

Man betrachte einen endlich-dimensionalen (oder separablen) Hilbertraum (ein Beispiel wére
H = C9), welcher vollstindig durch die orthonormierte Basis {|1,)} beschrieben werden kann,
dann lassen sich ein beliebiger Ket |1) = S>%_ ¢, [¢0,) € H und Bra (¢| = 324 ¢ (| € H*,

n=1
als Spalten- und Zeilenvektoren auffassen

C1

05) > Cf Cound (e (). (4.18)

Cd

Sei der Ket |p) in der Basis {|¢)} durch die Koeffizienten {d,} vollstandig beschrieben, dann
ist das Skalarprodukt mit |¢) explizit

d d
(plv) = drcn (Ynlthn) =D dren. (4.19)
n=1 n=1

Fiir einen endlich-dimensionalen Zustandsraum entspricht das direkte Produkt einer d x d Matrix

C1 CldT Cldz . Cldz

C2 U " CQdT Czds e ng;kl
’90) <w‘ - . ( 17d27"'7dd) - . . ) . ) (4'20)

Cd Cddf Cdd§ . Cdd:l
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 2. Spezielle Operatoren

wie man es fiir einen Linearen Operatoren erwarten wiirde.

4.2 Spezielle Operatoren

Es soll hier nochmals darauf hingewiesen werden, dass man als Basis fiir einen Zustandsraum
immer die orthonormierte Eigenvektoren |a,,) eines selbstadjungierten Operatores A verwenden
kann.

4.2.1 Projektoren

Projektionsoperatoren, welche bereits in Abschnitt (2.6.2) eingefiihrt wurden, spielen fiir Mes-
sungen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle. Ein Projektionsoperator projiziert einen
beliebigen Zustand |+) des Gesamtzustandsraumes H auf einen Unterraum P, # mit Eigenwert
an. Die Projektion P, des Zustandes |)) auf den normierten Eigenzustand |a,) ist somit

Po, [9) = (anlt) |an) = |an) (anlth) , (4.21)

woraus wir direkt die Form des Projektionsoperators ablesen kénnen
P, = |anXan| . (4.22)
Projektionsoperatoren sind selbstadjungiert Pjn = ]San und idempotent

Pc?n = |an) (an|an) (an| = |an)an| = Pﬂn’ (4.23)
wobei wir verwendet haben, dass |a,) normiert ist und somit (a,|a,) = 1 gelte. Die Vollstan-
digkeitsrelation ) |an)an| = 1 lasst sich mithilfe der Projektionsoperatoren in folgender Form
ausdriicken:

> P, =1 (4.24)

Wendet man zwei Projektoren hintereinander auf orthogonale Zusténde |ay,) und |a,,) an, resul-
tiert die Wirkung des Null-Operators

P, P, = |an) (an]am) (am| = 0. (4.25)

Aus den Eigenschaften des Projektionsoperators folgt direkt, dass der Gesamtzustandsraum H
als direkte Summe der orthogonalen Eigenrédume eines selbstadjungierten Operators A aufgefasst
werden kann

H=Er.H, (4.26)

wo die Elemente pan”;’-l die Eigenzusténde |a,) des Operators A mit Eigenwert a, darstel-
len.

Bemerkung: Existieren mehrere orthonormale Eigenvektoren zum selben Eigenwert, so muss
man die Entartung mithilfe einer zusétzlichen Quantenzahl ¢ berticksichtigen. Der Zustand
lautet nun |a,, ¢) und fiir den orthogonalen Projektor folgt:

pan = Z |ana C> <ana C’ o (4'27)
¢
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 2. Spezielle Operatoren

4.2.2 Identitatsoperatoren

Seien {|a,)}_, die diskreten Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators, welche einen
N-dimensionalen endlichen (oder separablen) Hilbertraum aufspannen, erhélt man mithilfe der
Orthogonalitétsbedingung der Eigenvektoren (ay,|an,) = dpm, folgende Entwicklung fiir einen
beliebigen Ket ) € H:

N
) = cnlan) mit o, = (anlt)). (4.28)
n=1

Schreibt man dieses Ergebnis explizit aus, folgt direkt die Form des Identitétsoperators 1 fiir
eine diskrete Orthonormalbasis

N
1= lan) (anl =D Pa, (4.29)
n=1 n

und jeder selbstadjungierte Operator A hat somit eine eindeutige Zerlegung als Identitatsope-
rator 1. Dies motiviert einen héufig verwendeten Trick in der Quantenmechanik; die sogenannte
Basisentwicklung durch Einschieben der Eins:

. N N
o) =1le) =D lan) (anle) = Y colan) . (4.30)
n=1 n=1

Der Zustand |p) wurde hier in der Eigenbasis des Operators A entwickelt und man spricht
deshalb von der sogenannten A-Darstellung des Zustandes |p).

Identitdtsoperator (kontinuierliches Spektrum)

Fiir ein kontinuerliches Spektrum eines selbstadjungierten Operators, muss man anstatt der
Summe im Identitdtsoperator (4.29), ein Integral iiber die uneigentlichen Eigenvektoren {|a)}
bilden

i= /da la) (al . (4.31)

Somit kann zum Beispiel der Einheitsoperator im Ortsraum folgendermassen ausgedriickt wer-
den:

1= 333213 x| . .
i- [ dala)(al (432

Fiir den Raum der Wellenfunktion F C Lo(R3) lautet das Skalarprodukt dann (mithilfe des
Einschieben der Eins) im Ortsraum

Wila) = [ (rle) (alio) % = [ wil@pvate)da, (13

oder in Impulsdarstellung

ilvz) = [ e} (o) @ = [ vi@iatods. (1.34)

Identititsoperator (Allgemeiner Fall)

Hat der selbstadjungierte Operator ein diskretes und kontinuierliches Spektrum, dann lautet die
Zerlegung der Eins im allgemeinen Fall

1= lan) (an| + /da|a> (a]. (4.35)
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 3. Orts- und Impulseigenfunktionen

4.3 Orts- und Impulseigenfunktionen

4.3.1 Impulseigenfunktionen

Die Eigenfunktionen ,(z) = (z|p) des Impulsoperators in der eindimensionalen Orstdarstellung
erhélt man mithilfe der Eigenwertgleichung

h 0

Pp(z) = pp(x) ;%@Z)p(x) = pYp(x). (4.36)

Die Losungen der Eigenwertgleichung sind ebene Wellen
Up(x) = (2h) 712 exp(;px>. (4.37)
Die Orthogonalititssbedingung im Kontinuum, erhalt man mithilfe der Zerlegung der Eins
blp') = [ o lplo) (alo') = [ do i@ (@) = 06— 2) (139)
Ausserdem nimmt die Zerlegung der Eins im Ortsraum folgende Form an:
(z]1]2") = /dp (zlp) (p|2), (4.39)

und man bekommt somit die folgende Volistindigkeitsrelation im Ortsraum:
S = o) = [ dpupla)yla) (4.40)

4.3.2 Ortseigenfunktionen
Fiir die Eigenfunktionen ¢ = (x|€) des Ortsoperators & gilt

Itpe(z) = Ee(x) mit  Ye(x) = 6(z —&). (4.41)

Die Orthogonalititsbedingung lautet

(ele’y = / d (g]z) (z]€) = / da 0 (x)ber () = 6(€ — €) (4.42)

und die Vollstédndigkeitsrelation/Zerlegung der Eins im Ortsraum sieht folgendermassen aus:

(al1fe’)y = [ € (al6) (¢lo') = [ agwi@pvea) = 6o~ o) (4.43)
Impulsdarstellung | Ortsdarstellung
Wellenfunktion Ip) = p &) = e
Basiskoeffizienten cp = (p|) ce = (€v)
Entwicklung (Kontinuum) | ) = [¢, |[p)dp | [#) = [ ce|€)de
Inneres Produkt plp") =dp—p) | &) =6E—-¢)
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 3. Orts- und Impulseigenfunktionen

4.3.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Fiir ein vollstdndiges Orthonormalsystem {|n)} ldsst sich ein beliebiger H — H Linearer Ope-
rator A durch das Einfligen zweier Identitdtsoperatoren in die Form

1=3"> In) (n|Am) (m| (4.44)

bringen, wo Aum = (n|A|m) die Matrixelemente darstellen. Sei der Hilbertraum N-dimensional
(i.e es gibt N verschiedene orthonormierte Kets), dann lasst sich der Operator durch eine N x N
quadratische Matrix

(11A]1)  (1]4]2)
A= | (1]4)2) (24]2) ... (4.45)

beschreiben.

Diagonalform fiir Lineare Operatoren

Sei {|n)} die Eigenbasis des Operators A, dann gilt aufgrund der Orthogonalitiit der Basiszu-
stande |n) und |m), die Aussage (n|m) = 0. Fiir die Matrixelemente gelte dann

Apm = (n|Alm) = ap, (n|m) = andnm mit  ap, @ Eigenwerte, (4.46)
wo wir die Eigenwertgleichung (da wir angenommen haben |m) sei eine Eigenbasis des Operators
A)

Alm) = ap, |m) (4.47)
verwendet haben. Mithilfe von (4.44) nimmt der Operator dann aufgrund von (4.46) die Form

an und der Operator A hat folgende Matrixform:

al 0 0
0 as ... 0

A= (4.49)
0 an

Matrizen von Hermiteschen Operatoren

Sei der Operator A hermitesch, dann gelte fiir die Matrixelemente folgendes Theorem:

Theorem 4.3.1 — Matrixelemente eines hermiteschen Operators: Fiir hermitesche Operatoren
AT = A gelte fiir die Matrixelemente A¥,, = A,

Beweis:
Ao = (nlAlm)* = (m|Aln) = (Amln) = (m]An) = A (4.50)
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Basistransformation fiir Operatoren und Zusténde

Betrachte nun ein zweites vollstindiges Orthonormalsystem {|n’)} des Hilbertraumes H wo der
Operator A durch die folgenden Matrixelemente

Al = <n"fl‘m'> (4.51)
beschrieben wird. Ein Zustand |¢) lautet in dieser Basis

[y = Z ) mit ¢, = <n’|¢)> . (4.52)

n/

Um einen Zusammenhang mit dem urspriinglichen Orthonormalsystem {|n)} herzustellen, de-
finiere man eine Transformationsmatriz S welche folgende Beziehung zwischen den Orthonor-
malsystemen erzeugt:

|n'> = ZSmn/ |m)  mit Sy = <m‘n’> (4.53)

Theorem 4.3.2: Die Transformationsmatrix S ist unitar
SS8T=8'S =1 oder aquivalent S~ =87, (4.54)

und fiir die Matrixelemente folgt:

>SS =Y St Snmt = O (4.55)
Beweis:
Z SrnSpin = Z {m|n') <m/‘n’>* = Z (m|n') <n/‘m’> =1 <m}m’> = 10 (4.56)

wo wir im zweiten Schritt den Identitdatsoperator (i.e Vollsténdigkeitsrelation) 1 =Y , |n/)(n/|
eingefiigt haben und im dritten Schritt die Orthogonalitiat (m|m’) = ., ausgenutzt haben. O

Bemerkung: In der Ortsdarstellung lautet der obige Beweis wie folgt:

S SunSien =3 [ 4o [ dy v @)@ )9 ) (457)

— [ o [ ay st~ v (@)om ) (4.58)
= Sy (4.59)

wo wir die Vollstandigkeitsrelation {¢/,(z)} und Orthonormalitét {1, (z)} verwendet haben.

Mithilfe der Transformationsmatrix lassen sich dann die Koeffizienten der Zustandsentwicklung
in den beiden Basen folgendermassen in Beziehung setzen:

021 = Z(ST)nmcm' (460)
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Beweis: Mithilfe von (4.53) erhalten wir

= (') = (Smnml|th) = Z o (ml) =88 em =Y (S)hmem- (4.61)

O
Die Matrix des Operators A in der neuen Basis lisst sich mithilfe der Gleichung
A'=S1AS = A, => S ApSkm (4.62)
L,k
bestimmen.
Beweis:
= (n'|A|m") = Sp, (1| A[k) Skm (4.63)
Lk
= S AwSkm = >_ Sl A Skm (4.64)
wo wir erneut (4.53) verwendet haben. O

Matrixdarstellung fiir eine allgemeine Basis

Wie wir bereits in Kapitel 2 erwahnt haben, besteht das Spektrum eines Operators typischerweise
aus diskreten und kontinuierlichen Eigenfunktionen. Kennzeichnet man diese zwei Basen mit
{lan)} beziehungsweise {|a)}, dann folgt mithilfe von (4.35) fiir die Matrixdarstellung eines
Operators:

A= 1AL =S anlan) (an] + /da ala) {al, (4.65)

wo wir verwendet haben, dass |a,) und |a) Eigenvektoren des Operators A sind. Damit erhalten
wir fiir den Erwartungswert eines Operators A in einem beliebigen Zustand |¢) des Zustandsraum
den folgenden Ausdruck:

() = 1A = D anl(blan)” + / da ol ($|a)[%. (4.66)

Beispiel: Die Orts- beziehungsweise Impulsdarstellung einer Operatormatrix lautet mit den Ei-
genfunktionen |p) und [£) des Impuls- und Ortsoperators

Apy = (p|A|p) und Age = (£|Al€). (4.67)
I

4.4 Interpretation der Quantenmechanik

In der klassischen Physik ist der Zustand eines geschlossenen Systems mit f Freiheitsgraden
vollstéandig durch die Angabe von f Paaren kanonisch konjugierter Variablen (g;,p;) definiert.
Im Fall eines eindimensionalen Systems wiirde somit jeder Zustand eindeutig zu einem Punkt im
Phasenraum korrespondieren und alle Observablen werden eindeutig durch den Impuls und Ort
definiert. Aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation lassen sich die Impuls- und Ortsko-
ordinate in der Quantenmechanik nicht gleichzeitig messen und es stellt sich die Frage, inwiefern
eine Definition des Zustandes eines quantenmechanischen Systems sinnvoll ist.

61



4. Formalismus der Quantenmechanik § 4. Interpretation der Quantenmechanik

4.4.1 Axiome der Quantenmechanik

Da dem Phasenraum in der Quantenmechanik keine direkte physikalische Bedeutung zugeord-
net werden kann, besteht der {ibliche Ansatz darin, den Zustand eines physikalischen Systems
iiber gleichzeitig messbare Observablen zu definieren. Diese Interpretation der Quantenmechanik
ist unter dem Namen der 'Kopenhagener Interpretation’ bekannt und setzt sich aus folgenden
Postulaten zusammen:

Axiome der Quantenmechanik: Die Kopenhagener Interpretation beruht auf folgenden Axio-
men:

I. Der Zustand eines auantenmechanischen Systems wird zu allen Zeiten durch einen Zu-
standsvektor |¢(¢)) im Hilbertraum definiert. Konkret ist somit |¢)(¢)) ein Vektor in
einem komplexen Vektorraum 7 mit hermiteschen Skalarprodukt (-|-).

II. Auf dem Zustandsraum H ist ein hermitescher Hamiltonoperator H definiert, welcher
die Zeitentwicklung des Zustandsvektors |1 (t)) € H bestimmt:

L0 A
thoy [¥(8) = H [$(t) (4.68)
III. Observablen eines quantenmechanischen Systems werden durch lineare hermitesche Ope-

ratoren A dargestellt.

IV. Eine Einzelmessung der Observable A ergibt immer einen reellen Eigenwert a, des
Operators A. Nach der Messung ist das System im zu a,, gehoérenden Eigenzustand |n).

V. Die Wahrscheinlichkeit, dass man bei einer Messung von A an |t)) den Eigenwert a,
erhilt, ist gegeben durch | (1, ]an)|?.

Fiir den Erwartungswert von A folgt somit:

<fl> = WIA[) = (@[Alan) (anlt) =D an| (anlth) |? (4.69)

n
4.4.2 Kommutierende Observablen

Kommutierende Observablen: Sofern fiir Operatoren A und B, die Kommutatoreigenschaft
[A, B] = 0 gelte, besitzen die zwei Operatoren A und B gemeinsame Eigenfunktionen. Die
Messung einer Observablen beeinflusst somit nicht die Messung der anderen.

Beweis: Sei |a) ein Eigenzustand des Operatores A mit
Ala) = ay |a) (4.70)

und gelte [A, B] = 0 (was bedeutet, dass die Reihenfolge keine Rolle spielt, d.h AB = BA),
dann kann daraus entnommen werden dass

AB|a) = BA|a) = a,Bla), (4.71)

welches einer Eigenwertgleichung von A mit Eigenfunktion B |a) und Eigenwert «y, entspricht.
(]

4.4.3 Heisenbergsche Unschéarferelation
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Heisenbergsche Unschérferelation: Seien A und B zwei Observablen. Fiir jeden Zustand |[1))
eines physikalischen Systems, miissen die Unschéarfen AA und AB die folgende Ungleichung
erfiillen:

AAAB > Z|([A B, (4.72)

wo der Operator [fl, E] = AB — BA der Kommutator der zwei Observablen ist.

Fiir den Beweis der Unschérferelation werden wir folgendes Theorem brauchen:

Theorem 4.4.1: Fiir einen anti-Hermiteschen Operator C' = —CT sind die Erwartungswerte
rein imaginér?®

“Der Beweis ist trivial. Fiir einen anti-hermiteschen Operator C = —Ct folgt: (W|C|Y)* = W|CT|y) =
— (¢|C|¥). Die Eigenschaft z* = —z unter komplexen Zahlen steht bekannterweise dafiir, dass die Zahl z rein
imaginar ist.

Beweis: Betrachte die simultane Messung zweier nicht-kommutierenden Observablen A und B
an einem Zustand |¢). Fiir das Produkt der zwei Varianzen folge mithilfe von (2.128):

(B),(aB), = (WIIA— (A, 210) " (wiB - @w) " @)
Definiert man den Hermiteschen Operator
A=A-(4), wd B=B-(B),, (4.74)

so lautet das obige Unschérfeprodukt

1/2

(AA)(AB)y = (1 A%18)" (6 B2|))

Zusatzlich gelte die Schwartz’sche Ungleichung (folgt aufgrund der Geometrie der Hilbertraume,
siche Abschnitt 2.5.1) |(¢|¢)|* < (¢|#) (1) und fiir die Zustéinde A [¢)) und B ) gelte somit
folgendes:

(4.75)

(A| Ap) (BY|By) > [(Ap|By)|*. (4.76)
Mithilfe der Hermitezitit A = AT und B = B' erhélt man die Ungleichung
(IA%) (1B1) > | (4| ABly) [ (4.77)

Die rechte Seite von (4.75) stimmt mit der Wurzel der linken Seite von (4.77) iiberein. Kombiniert
man diese zwei Ungleichungen erhélt man folgende Aussage:

(AA)y(AB)y > | (Y|AB). (4.78)
Das Produkt AB der rechten Seite, kann mithilfe des Antikommutators
{A,B} = AB + AB = —{B, A} hermitescher Operator: {4, B} = {4, B} (4.79)

und Kommutators
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und somit lautet der Ausdruck (4.78)

1 .
(AA)W(AB)y = S| (A, BY) + (14, B])]. (4.82)
Da die Erwartungswerte von {4, B} und [f_l, B] imaginar beziehungsweise reell sind, ist der Term
auf der rechten Seite von (4.82) ein Betrag der Summe eines reellen und imaginéren Wertes

({4, B}) + ([4,B])| = \/({14, B})* + ([4, B])* (4.83)

wo wir den Satz von Pythagoras |z + iy| = /22 4+ y? verwendet haben. Es ldsst sich nun leicht
tiberpriifen, dass

[A,B] = [A— (d),. B~ (B),] = [A, B] (4.84)
gelte, da die Mittelwerte <f_1> b U <B¢> gewOhnliche Zahlen sind und somit miteinander kom-
mutieren. Mithilfe von (4.83) und (4.84) lasst sich der Ausdruck (4.82) schlussendlich in die
gesuchte Form

. . 1 . .
(Ad)y (AB)y 2 5l {[A, B])] (4.85)
bringen. O

Betrachtet man den Ort- und Impulsoperator
A=% und B=p=—ihV mit [z;,pi] = ihdj, (4.86)
dann erhélt man die bekannte Heisenbergsche Unschéarferelation

AzAp > g (4.87)

Gauss’sche Wellenpakete haben minimale Unschérfe

Wir erinnern uns an die in Abschnitt (2.3) eingefithrten Gauss’schen Wellenpakete

d3p i(p-w—Et) . Vrd? 1 2 12
viat) = | @)t mit p(p) = Vi@ exp( (0 —pod®)  (4.589)

welche folgenden Ortsmittelwert () und Varianz Az aufweisen:

ht

() =vt und Az =dV1+A%? mit A= S (4.89)

Um nun den Impulsmittelwert und die Impulsvarianz dieses Gauss’schen Wellenpakets zu be-

stimmen, erinnere man sich zunédchst an das Parsevalsche Theorem und die zeitunabhéngige
Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum (2.30) in einer Dimension

_ /2d 2 12 /32
W(p) = QWh\sO( ) = \ﬁh exp(—2(p — po)*d* /). (4.90)
Damit folgt fiir den mittleren Impuls:

w) = [ W= [ AW E)e-m)+ [ W Ep = (191)

und fir die Varianz

2
@ = (- m?) = [ e -m? = (5;) (1.92)
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Zusammenfassend ergibt sich somit das zeitabhéngige Varianzprodukt (A steigt monoton mit

der Zeit):
h h
AzAp = 5\/ 1+A2> 2 (4.93)
und die minimale Unscharfe "
AzAp = — (4.94)

2
tritt bei t = 0 auf. Mit zunehmender Zeit verfliesst das Wellenpaket dann und das Unschér-
feprodukt nimmt zu. Wie wir beim harmonischen Oszillator sehen werden, gibt es einzig dort
sogenannte kohédrente Zusténde, fiir welche im Laufe der Zeit die Unschéarfe des Wellenpakets
immer minimal bleibt.

Bemerkung: Alternativ kann man aus dem Minimum der Schwartz’schen Ungleichung eine
Differentialgleichung aufstellen. Daraus resultiert folgende Bedingung:

Bl) =idAly), mit AeR (4.95)
und fiir A = 7z und B = p mit p im Ortsraum, nimmt die Differentialgleichung die Form:

(35 - 8)) =ire - (oo (496)

an. Die Losung dieser Differentialgleichung ist das Gauss’sches Wellenpaket der Form (4.88).

4.5 Dynamik der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit zeitlichen Entwicklung quantenmechanischer Syste-
me befassen. Insbesondere die dynamische Verdnderung von Zustédnden und Observablen. Von
Bedeutung ist die folgende Aussage:

In der Quantenmechanik betrachtet man die Zeit ¢ als einen Parameter und nicht als
einen Operator

4.5.1 Energiemessung

Die Zeit ist in der Quantenmechanik somit nicht als Eigenwert einer Observablen zu betrachten,
sondern lediglich als ein Parameter. Die Energie-Zeit Unschérferelation

AEAt ~ AzAp > g (4.97)

unterscheidet sich somit von der Ort-Impuls Unschérferelation, da dort der Ort und der Impuls
als Observablen zu betrachten sind. Der Ausdruck Unschérferelation ist somit in diesem Kontext
eine bedauerliche Fehlbezeichung. Wenn die Zeit keine Observable ist, stellt sich dann Frage
warum der Ausdruck AFEAt der Unschérferelation dhnelt. Wir wollen zunéchst einmal kléren,
was der Ausdruck in diesem Kontext genau bedeutet. Zur Verdeutlichung nehme man sich das
Beispiel einer freien Materiewelle mit Unschérfe Az. Sei pg/m die Gruppengeschwindgkeit des
Gauss’schen Wellenpakets, so folgt fiir die Laufzeit {iber einen Weg Az

A
At="0 2y (4.98)
Vo Po

und fiir die Standardabweichung der Energie

AR = PAP (4.99)

m
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folgendes Unscharfeprodukt:
AFEAt = AzAp. (4.100)

A Es soll nochmals betont werden, dass At die Beobachtungszeit charakterisiert und nicht
die Standardabweichung einer Zeitmessung.

4.5.2 Zeitentwicklungsoperator

Prépariert man einen reinen Zustand [¢(tp)) zum Zeitpunkt ¢ = 0, dann lasst sich die zeit-
liche Entwicklung dieses Zustandes unter der Annahme, dass das System nicht durch weitere
Messungen oder anderen Einfliissen gestort wird, eindeutig durch die zeitabhéngige Schrédin-
gergleichung

L d -
ih 3 [0(6) = H (1) (4.101)

bestimmen. Die Anfangsbedingung |¢(to)) legt somit die Losung eindeutig fest.

Zeitentwicklungsoperator: Unter der Annahme, das System wird nicht gestort, l1dsst sich der
Zusammenhang zwischen einem préparierten Zustand [¢(¢y) und einem Zustand zur spéteren
Zeit |1(t)) durch den Zeitentwicklungsoperator U (t, to) festlegen. Es gilt

|9 (t)) = U(t,to) |[vo) - (4.102)
Einige Eigenschaften des Entwicklungsoperators sind:
o Ulto,tp) =1
o Fiir drei Zeiten tg,t; und ¢y gelte:

Ul(tg, t1)U (1, t0) = U(ta, to) (4.103)

e Da die Quantenmechanik mit Wahrscheinlichkeiten arbeitet, muss gelten, dass die Norm
eines Zustandes zu allen Zeiten erhalten bleiben soll:

(PO (@) = (b(to)[(t0)) (4.104)

was voraussetzt, dass der Zeitentwicklungsoperator Operator U (t,to) unitdar ist

Ut(t,to) = U™t to) (4.105)

Wir wollen uns jetzt mit der formellen Losung des Zeitentwicklungsoperators befassen. Dazu
bemerke man zunéchst, dass der Operator U(t,ty) die Differentialgleichung:

I s

zhaU(t,to) = HU(t,tp) (4.106)
erfiillt und somit die Dynamik eines geschlossenen Systems vollstdndig definiert. Man unter-
scheidet zwischen drei Fallen:

e Fall 1: Der Hamiltonoperator ist zeitunabhangig. Darunter versteht man, dass der Hamil-
tonoperator nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. In diesem Fall ist die Losung zur Glei-
chung (4.106) wie folgt:

U(t, to) = exp (-mﬂ) (4.107)
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e Fall 2: (Hier nicht behandelt, QM2) Der Hamiltonoperator ist zeitabhangig aber die verschie-
denen H's kommutieren untereinander: In diesem Fall erhalten wir

t dt’ﬁ(t’)) . (4.108)

U(t7 tO) = €xp <_
to

e Fall 3: (Hier nicht behandelt, QM2) Die Hamiltonoperatoren H zu verschiedenen Zeiten, kom-
mutieren nicht miteinander: Die formelle Losung dieses Problems ist die sogenannte Dyson
Serie, welche folgende Form annimmt:

U (t, to) _1+Z<_Z> /dtl/tldtg /tn CdtaH () F (1) B (£)  (4.109)

4.5.3 Zeitentwicklung der Erwartungswerte*

Wir wollen in diesem Abschnitt die Entwicklung des Erwartunsgwertes einer Observablen B be-
trachten. Sei [0, (t)) = U(t,0) |1,,) ein Eigenzustand des Hamiltonoperators (oder einer Observa-
blen /1, welche mit dem Hamiltonoperator kommutiert und somit die gleichen Eigenfunktionen
besitzt), dann ist der Erwartungswert einer Observable B in diesen Eigenfunktionen gegeben
durch

(B) = (n|U(t,0)- B UL(t, >|w> (4.110)
wnexp< Bex ( )rw (4.111)
= <wn‘B’¢n> <4~112)

Wie erwartet, ist der Erwartungswert einer Observable in einem Energieigenzustand zeitunab-
hdngig. Dies erklért auch, warum man sie oftmals als stationdre Zustdnde bezeichnet.

Interessanter ist die Situation, wenn man den Erwartungswert der Observable B in einem nicht-
stationédren Zustand evaluiert. Als Beispiel fiir solch einen Zustand, betrachten wir eine Super-
position der Energieeigenzustande. Sei der Zustand zur Zeit ¢ = 0 durch folgende Linearkombi-
nation gegeben:

o, to = 0) = en [thn) (4.113)

n

dann lautet der Zustand zur Zeit ¢

o, t) =~ enlU(t,0) [1hn) (4.114)

und fiir den Erwartungswert im Zustand |, t) folgt:

ZC wn’exp<ZE t)

Zcmexp< i t) y¢m>] (4.115)

~ E,, — FEy)t
= 50X i (nl Bl exp| - (4.116)
n m
Aus (4.116) ist ersichtlich, dass der Erwartungswert zeitlich mit einer Winkelgeschwindigkeit
E, —F
o= En —Fn) ; n) (4.117)

oszilliert. Diese Bedingung geht auf Niels Bohr zuriick und wird deshalb Bohr’s Frequenzbedin-
gung genannt.
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4.5.4 Zeitevolution in vorgegebener Basis*

Mithilfe des Einfligen zweier Identitéitsoperatoren der Energieeigefunktionen |n) und |m), ldsst
sich der Zeitevolutionsoperator in folgende Form bringen:

ﬁ(t,O)zexp( ZHt) ZZ\m m\exp(—?)\n)( \ (4.118)
_Zm exp< tEn t)( I (4.119)

Sei das System zur Zeit t = 0 in einem Energleelgenzustand |n), dann folgt fiir den Zustand zur
spéteren Zeit t:

(t)) = In) exp(—ii"t). (4.120)

Ist man somit in einem Figenzustand des Hamiltonoperators, so bleibt man zu allen Zeiten in
diesem Zustand, wobei sich nur die Phase exp(—iF,t/h) mit der Zeit veréndert.

Sei der Zustand zur Zeit ¢ = 0 nun in einer Superposition von Energieeigenzustdnden

[ib(t = 0)) Zyn (nly) =Y cnln), (4.121)

wo wir an der zweiten Stelle den Identitétsoperator 1 = 3" |n)(n| eingefiigt haben, dann lautet
der Zustand zu einem spéteren Zeitpunkt t wie folgt:

() = exp<—th> Zln eXP< tEn t> (n[th(0)). (4.122)
cn (t=0)

Aus der obigen Gleichung ist dann direkt ersichtlich, dass sich der Entwicklungskoefizient fol-
gendermassen zeitlich entwickelt:

en(t) = e, (0) exp (— ib;i”t) (4.123)

Fiir einen zeitabhéngigen Zustandsvektor in einem Hilbertraum H mit N Zustdnden folgt somit:

N
=3 en(t)|n) mit e (t) = (nfe(t)) (4.124)
n=1

und die zeitabhangige Schrédingergleichung nimmt folgende Form an:

dep( N N
hz n( >:ch(t)H|n). (4.125)

Wirkt man mit (m| auf diese Glelchung, so ergibt sich

ihém (t ZH nCn(t) mit  Hyp, = (m|H|n). (4.126)

Fasst man die Entwicklungskoeffizienten zu einem Spaltenvektor ¢ und die Matrixelemente H,y,,
zu einer Energie Matrix zusammen

C1(t) H11 H12 HlN
ca(t H H ... H

e(t) = 20 wd H=| =+ 7% 1 (4.127)
CN(t) HNl HN2 HNN
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dann lésst sich Gleichung (4.126) in eine Matrixdifferentialgleichung umformen
d
ih—e(t) = He(t) mit H'=H, (4.128)

welches die allgemeine Losung
c(t) =U(t)c(0) mit U(t) = e *H/A (4.129)

besitzt. Der Zeitevolutionsoperator entspricht somit einem Matrixexponential und kann dement-
sprechend durch folgende absolut konvergente Potenzreihe:

o)

k
U(t) = e HIM =% % (”;) (4.130)
: 2
k=0

dargestellt werden. Im Allgemeinen ist es nicht machbar, eine geschlossene Form fiir solch ein
Matrixexponential zu finden. Fiir ein System mit einer geringen Anzahl an Zustdnden ist es in
manchen Fallen jedoch moglich, dieses Exponential exakt zu berechnen.

Matrixexponential fiir zwei Zustédnde

Besonders wichtig sind Quantensysteme mit zwei Zustdnden, fiir welche die resultierende zwei-
dimensionale Energiematrix A geméss

1
A= §Sp(A)I—|— K mit Sp(K)=0, (4.131)

in ein Vielfaches der Einheitsmatrix und einem spurfreien Anteil zerlegt werden kann. Definiert
man die Grosse D = y/det(K), dann folgt fiir das Matrixexponential mit (4.131) folgender
Ausdruck:

sin(D)
vD

> K. (4.132)

e = exp(Sp(A)> exp(K) mit exp(K) = cos(D)I +

Zeitentwicklung in der Energiedarstellung

Um die Matrix H in Diagonalform zu bringen, miissen wir lediglich die orthonormierten Ei-
genvektoren |¢,) des Hamiltonoperators H als Basis des Hilbertraumes H verwenden. Fiir die
Matrixelemente folge dementsprechend

Hyn = (Wl H|tbn) = En ($m|t0n) = Endimn, (4.133)

und die Gleichung (4.126) lasst sich in eine entkoppelte Differentialgleichung der Form ihé, =

E, ¢, vereinfachen. Man erhélt somit die triviale exponentielle Zeitabhangigkeit ¢, (t) o< exp(—iE,t/h)
fir die Entwicklungskoeffizienten und es ldsst sich leicht iiberpriifen, dass daraus folgendes

fiir (4.126) resultiert:

Zeitentwicklung in Energiedarstellung: Fiir die Anfangsbedingung

¥ (to)) =Y _ enlto) [¢bn) , (4.134)

n

ist die Losung der Differentialgleichung (4.126) zur Zeit ¢ in der Energiedarstellung gegeben
durch den Ausdruck:

p(2)) = e Ent=to)/hc, (10) o) (4.135)
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I Hier wurde implizit angenommen, dass H nicht zeitabhangig ist.

4.5.5 Rabi-Oszillationen: Zeitabhangiges Zwei-Zustand System

Genaue Losungen fiir zeitabhéngige Potentiale treten sehr selten auf. Das Zwei-Niveau System,
welches wir in diesem Abschnitt betrachten werden, spielt bei der Behandlung von Lasern eine
wichtige Rolle und wird sich exakt losbar erweisen.

Dazu betrachte man ein Quantenmechanisches System mit einem zweidimensionalen Zustands-
raum H. Als Basis wihlen wir die Eigenzusténde [11) = |1) und [¢)2) = |2) des Hamiltonope-
rators Hy mit den Eigenwerten Fq und Fo > FEq. In der Energieeigenbasis nimmt aufgrund der
Bedingung (v;|¢;) = d;; mit 4, j = 1,2, der Hamiltonoperator die Diagonalform

Ei 0
Hy= | (4.136)
0 B

an. Die resonante Eigenfrequenz des Systems (die Energie die es braucht von dem Grundzustand
|1) zu |2) zu gelangen) auf ist durch die Differenz der Energien definiert

Ey—E
- 2" "5y (4.137)

wo 7 =

Wir wollen jetzt zusétzlich eine (externe) zeitunabhéngige Stérung 1% betrachten, welche Uber-
giange zwischen den beiden Eigenzusténden |¢1) und [i2) erzeugt. Die resultierenden Eigenzu-
stande und Eigenwerte des gesamten Hamiltonoperators

H=Hy+V (4.138)

kennzeichnen wir mit |+) und F.

Bemerkung: Es soll angemerkt sein, dass die Energieeigenzusténde |t)1) und |t)2), keine Ener-
gieeigenzustidnde des Hamiltonoperators (4.138) sind.

In der ungestorten Basis der Energieeigenfunktionen {|t/1),|12)} lisst sich der Ubergang zwi-
schen den Eigenzustédnden, mithilfe der Einfiihrung von Nebendiagonalelementen des Hamilton-
operators H, induzieren!. Dementsprechend hat der Operator (4.138) in dieser Basis die Form

E; 0O h 0 p
H=H,+V = +5 . (4.139)
0 EQ ,0* 0

Nach den Betrachtungen der vorherigen Abschnitte erweist es sich als hilfreich, die Zerlegung (4.131)
fiir den Operator H zu verwenden

H=FEI+AH nit AH =

—W _
g 0 und E:Sp(H):El—i-EQ

0 wo 2 2

(4.140)

'Um zu sehen, dass diese Diagonalelemente null sind betrachte zum Beispiel den in der Quantenoptik
hiufig verwendeten Wechselwirkungshamiltonian Har, = —d - E(t) mit d = g%. Dort habe man (1|d|1) =
q [ 1 (x)x9] (x). Aufgrund der Paritit der Wellenfunktion (1)(x)y*(x) ist immer gerade (da gerade*gerade =
gerade und ungerade*ungerade = gerade ergeben) lasst sich sehen, dass das Produkt % (x)97] (x) ungerade ist
und ein Integral einer ungeraden Funktion {iber den gesamten Raum bekannterweise null ist

70



4. Formalismus der Quantenmechanik § 5. Dynamik der Quantenmechanik

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass die Matrix H folgende Eigenwerte hat:

_h
Er=E+5Q, mit Q=1/wd + |p|* > wo. (4.141)

Verwendet man (4.132) und (4.140), dann folgt fiir den Zeitentwicklungsoperator:
Ht Bt AHt
U(t,0) = exp<—lh) = exp<—lh> exp (—Z - > (4.142)

Ein Vergleich mit (4.132) folgert, dass wir die Variable K folgendermassen definieren sollen:

_ AHt

K
ih

(4.143)

woraus folgt, dass fiir D = y/det(K) wir den Ausdruck

[ (AHE\ Qt
= = — > .
D det< - ) 5 20 (4.144)

erhalten. Die Zeitentwicklung des Systems mit dem Hamiltonian H ldsst sich somit durch den
Zeitentwicklungsoperator

U(t,0) = exp<—ib;t> [cos<%t>1 —2i sin<%t> Aﬁg] (4.145)

beschreiben.

Betrachte zunéchst die Anfangsbedingung
c1(t=0)=0 und co(t=0)=1. (4.146)

Diese Anfangsbedingung ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass das System im angeregten
Zustand [¢9) mit Energie Es > FE; des ungestorten Hamiltonoperators I:IO prapariert sei. Mit
dieser Anfangsbedingung erhélt man als Losung der Differentialgleichung (4.129) die folgenden
zwei zeitabhéngigen Entwicklungskoeflizienten

b () (2 (Y [ (2 0
cl(t)—l,Qexp< h>31n<2> und CQ(t)—exp< - cos{ iq sin| - (4.147)

Die Wahrscheinlichkeit das System im Grundzustand |¢)1) anzutreffen ist somit durch den Aus-
druck

Pi(t) = |ei(t)]* = ﬂu — cos(Qt)) (4.148)

gegeben. Hingegen lésst sich die Wahrscheinlichkeit das System zum Zeitpunkt ¢ in dem ange-
regten Zustand von Hy zu finden, mithilfe von

UJ2 w2
Py(t) = |ea())? = % (1 + Qg) - % <1 — Qg) cos(t) (4.149)

berechnen. Es soll angemerkt sein, dass die Ubergéinge zwischen den Zustéinden |1) und |2) nur
moglich sind, weil diese keine Eigenzustéinde des gestorten Hamiltonoperators H sind.
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P(t)

1.0

0.8

Abbildung 4.1: Der Wahrscheinlichkeitsverlauf als Funktion der Zeit der zwei Energieeigenzu-
stande [1) und [¢9) mit [p[2/Q% = 0.2 und w2 /02 = 0.8

4.5.6 Bilder der Quantenmechanik

Obwohl es nie explizit erwédhnt wurde, haben wir in unserer bisherigen Behandlung der Quan-
tenmechanik ausschliesslich im sogenannten Schrédingerbild gearbeitet. Wir haben gezeigt, dass
der Zustand |1)(t)) des Systems zur Zeit ¢ mithilfe des Zeitentwicklungsoperators U bestimmt
werden kann:

() s = Ut to) [¥(to)) g - (4.150)
Daraus liess sich entnehmen, dass die gesamte Information iiber die Zeitentwicklung eines Sys-
tems in den Kets enthalten ist und man die Operatoren H,p,... als zeitunabhéngig anzusehen

hat. Im Schrédingerbild hatten wir somit immer Ausdriicke fiir die Erwartungswerte, welche
folgende Form annahmen:

(A)s = ()| Asle(?)) . (4.151)

Es gibt jedoch auch andere, dquivalente Beschreibungen der Quantenmechanik. Besonders re-
levant ist das Heisenbergbild, in dem man zeitabhéngige Operatoren und zeitunabhingige Zu-
stdnde betrachtet.

Heisenbergbild

Der Zusammenhang zwischen Heisenbergbild und Schrodingerbild lésst sich etablieren, indem
man den Erwartungswert (4.151) betrachtet. Mithilfe von (4.150) und der Eigenschaft UT = U~?
lasst sich der Erwartungswert folgendermassen umschreiben:

(A = W)U (tt0) AU (8, 1) 1 (t0)) = (W (to)| A ()4 (t0)) , (4.152)

wo wir im zweiten Schritt den Heisenberg Operator Ay (t) = U~Y(t,t0)AsU(t,to) definiert ha-
ben. Die gesamte dynamische Information der Zusténde [1)(t)) ¢ wurde somit auf den Operator
Ap iibertragen. Der resultierende zeitunabhéngige Zustandsvektor |¢(tp));; ist dem Anfangszu-
stand |1 (to) g im Schrodingerbild dquivalent. Es gelte somit

(t)s = Ut to) [1(to))s  beziehungsweise  [1:(t))s = Ut to) [(to)) - (4.153)
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 5. Dynamik der Quantenmechanik

Aus der rechten Beziehung folgt direkt, dass ein Zustand im Heisenbergbild folgendermassen aus
dem Schrodingerbild konstruiert werden kann:

(ol = Ut t0) 105 = exp (A1t ) 0o (4154

und fiir die Operatoren existiert folgende Beziehung:

Ap(t) = exp(if[t/h)flexp(—iﬁt/h). (4.155)

Analog zur Gleichung (2.13.1), folgt fiir die Zeitableitung des Heisenbergoperators der Ausdruck:

44 i(5a g i -\ 0As i,
At =+ (HAH - AHH) + eXp<th> &exp(—th) (4.156)
Mithilfe von
L) (LA i\ d 9Au(t)
exp(th) (th(:Bs,ps,t)) exp(—th> = th(:rH(t),pH(t),t) =5 (4.157)

erhélt man dan die Heisenberggleichung

thdt AH(t) = [AH(t),HH(t)] + ih <C(11tAH(t)> , (4.158)

welche alle Operatoren im Heisenbergbild erfiillen. Es sei angemerkt, dass die Heisenbergglei-
chung der Bewegungsgleichung (2.136) dhnelt.

Schrodinger Bild Heisenbergbild

Zustand ist zeitabhangig
Zustand (Ket) Zustande sind zeitunabhéngig

Entwicklung bestimmt durch H

Observablen sind zeitabhéngig
Observable Observablen sind zeitunabhéngig

Entwicklung bestimmt durch H

Tabelle 4.3: Vergleich Schrodinger- und Heisenbergbild

Beispiel: Wir betrachten den Heisenberg Hamiltonian
. it
Hpy = 2—H + V(zg) mit p,,zg Operatoren. (4.159)
m

Die Bewegungsgleichungen lauten in diesem Fall

. LA . i (20 .. . D

b= ] - £ (2 ) -2 ww
10 A oV

dir = — | Hir. D - 4.161

DH h[ H,pH] D2n (4.161)

und zeigen gewisse Ahnlichkeiten in ihrer Struktur mit den klassischen Hamiltongleichungen

dp  OH  dg  OH

__Jn =42t 4.162
dt dqg = dt +8p (4.162)
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4. Formalismus der Quantenmechanik § 6. Tensorprodukt in der Quantenmechanik

Wechselwirkungsbild*

Das dritte Bild, welches wir in dieser Vorlesung nicht weiter behandeln werden (sondern erst in
QM2), ist das sogenannte Wechselwirkungsbild (oder Diracbild). Dort werden Operatoren und
Zustdnde beide als zeitabhéngig betrachtet und erweist sich bei der Beschreibung von Systemen
mit einer zeitabhéngigen Stoérung V' (t) als besonders niitzlich.

4.6 Tensorprodukt in der Quantenmechanik

Tensorprodukte werden in der Quantenmechanik zur Beschreibung zusammengesetzter Syste-
me verwendet. Betrachte man zum Beispiel zwei (nicht-identische) Teilchen in den Zusténden
|) € Hi und |¢p) € Ha, dann lésst sich der zusammengesetzte Zustand mithilfe von [1) @ |)
beschreiben.

Bemerkung: Die folgenden Notationen fiir das Tensorprodukt sind dquivalent

) 1o), W)y @1d), |ve) [v,9) (4.163)

Der zusammengesetzte Hilbertraum H, welcher durch das Tensorprodukt H = H; ® Ho der
zwei Hilbertraume H; und Ho gebildet wird, besteht aus allen moglichen Paaren an Vektoren
|g0>(1) € Hi und W}(Q) € Ha. Das tensorielle Produkt der beiden Vektoren ]cp)u) und |¢>(2)
besitzt folgende Eigenschaften fiir beliebige komplexe Zahlen A, u € C:

M) D] @)™ = a9 @ )]
YV @ :mw(”} = [190)(1) ® \1/))(2)}
D @ [ + 1) @] = 19)D @ )@ +19) & fiz)®

[le0® +16)0] @ )@ = o)V @ [)® + 2) D @ [)?

N

Sei By = {|el>(1) e |er>(1)} eine Basis fiir den Hilbertraum #; und By = {\61>(2) . |es>(2)} ei-
ne Basis fiir Ho, so bildet die Menge der Vektoren B = {]ei>(1) ® ]ej>(2) li=1,...,mj=1,... s}
eine Basis des gesamten Hilbertraum .

Vektoren im Tensorprodukt

Zerlegt man die Zusténde |¢>(2) und |<p>(1) in der Basis Bz, beziehungsweise By
=Y aile)? und )M =D "bile;)V, (4.168)
i=1 j=1

dann lasst sich der Zustand |g0>(1) ® |1/))(2) in der zusammengesetzten Basis B folgendermassen
ausdriicken:

RS ZZazb ey ® |e;)®

i=1 j=1

Fiir das Skalaprodukt zweier Vektoren in einem Tensorprodukt erhalten wir dementsprechend

(1 @ p1|ha ® p2) = (P1]p1) - (Palp2) . (4.169)
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KAPITEL 5

Harmonischer Oszillator

Viele Potentiale lassen sich lokal in der Umgebung eines Minimums durch ein Potential der
Form V(x) o kx? beschreiben. Zum Beispiel eignet sich solch ein Potential zur Beschreibung
von Atomen in einem Gitter. Aus der Klassischen Mechanik, ist uns bekannt, dass solch ei-
ne Potentialfunktion durch eine lineare Riickstellkraft F° = —kx hervorgerufen wird, denn
V = — [ Fdz = [ kzdz. Die Proportionalititskonstante k ist in diesem Kontext die sogenannte
Federkonstante, welche mit der Masse und der Kreisfrequenz der Schwingung folgendermassen
in Beziehung steht: k& = mw?. Unter solch einer Riickstellkraft vollzieht das Teilchen eine har-
monische Schwingung und man spricht deshalb von einem Oszillatorpotential. Wir wollen uns
zunéchst mit den eindimensionalen harmonischen Oszillator beschéftigen. Der mehrdimensiona-
le Oszillator wird dann im Abschnitt (5.5) behandelt.

Der Hamiltonoperator fiir den eindimensionalen Harmonischen Oszillator mit Masse m und
Eigenfrequenz w lautet

9 o)

A p 1 2 p 1 249

2 A 7 : 1
o + 2km o + me T (5.1)

Da der Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist, kann man wie iblich den zeitabhéngigen Teil
mithilfe von (¢, z) = e~*#*/M)(z) vom ortsabhingigen Teil abspalten. Der ortsabhingige Anteil
erfiillt dann die stationare Schrédingergleichung

B
2m dz? 2

) b(z) = By(a). (5.2)

5.1 Algebraische Bestimmung des Spektrums

In diesem Abschnitt wollen wir eine Methode zur algebraischen Losung des Eigenwertpro-
blems (5.1) betrachten. Diese Losung beruht auf sogenannten Auf-und Absteigeoperatoren, wel-
che in vielen Bereichen der theoretischen Physik im spéteren Studium erneut auftreten werden.
Besonders erwihnenswert ist die Anwendung dieser Methode bei der Feldquantisierung. Die zwei
dimensionslosen Gréssen, der Absteigeoperator & und sein Adjungiertes, der Aufsteigeoperator
a', lassen sich fiir den Harmonischen Oszillator mithilfe einer geeigneten Linearkombinationen
der Orts- und Impulsoperatoren definieren

Y LN P ALY P
Q=45 <x+mw> und a 5T (m mw). (5.3)
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5. Harmonischer Oszillator § 1. Algebraische Bestimmung des Spektrums

Bemerkung: Fiir algebraische Umformungen ist es angebracht, einfachheitshalber folgende

Form
. muw & 1
X=4/—2% und P= D 5.4
V5 —D (5.4)

fiir unseren Orts- und Impulsoperator zu verwenden. Mit diesen Ausdriicken nehmen die
Auf- und Absteigeoperatoren folgende kompakte Form an:

a:\}i(f(ﬂf?) und aT:\}ﬁ(Xz'P), (5.5)

was umgeformt zu

¢ - Latta) und P= " (at—s
X_ﬂ( +a) und P \/i( ) (5.6)

fihrt. Die Kommutatorenrelationen zwischen diesen neuen Variablen lauten dann
%] =i wa [£.5]=[£,7] =0 7
und der Hamiltonoperator (5.1) ldsst sich in folgende Form bringen:

A1 p? mw _o 1 so  ng
H=- 252 = —hw(X?2 + P2). .
27iw (m 4 N x) Qhw( + P?) (5.8)

Die Operatoren Z und p lassen sich nun beziiglich der Ausdriicke (5.3), in die folgende Form

bringen:
h mwh
o ) e (1) |
z Y (a +a) und p=1 5 (@ —a). (5.9)

A Es soll angemerkt sein, dass die Auf- und Absteigeoperatoren (5.3) aufgrund des Faktors
i nicht hermitesch sind, obwohl die Orts- und Impulsoperatoren (5.9) bzw. (5.6) immer
noch, wie erwartet, hermitesch sind.

Die Auf- und Absteigeoperatoren erfiillen folgende Kommutatoreigenschaften:

[a,aT] =1 und [a,a] = [af,al] = 0. (5.10)

Beweis: Ubersichtshalber verwenden wir die Darstellung (5.5). Fiir den ersten Kommutator er-
halten wir

[a,af} - §[X+iP,X—iP] - % [P,X} ! [X,P} — 1, (5.11)

=—1 =1

wo wir im letzten Schritt (5.7) verwendet haben. Diese Kommutatoreigenschaft lasst sich auch
direkt aus [z,p] = ih herleiten. Die verbleibenden Kommutatoren [a,a] = [af, a'] lassen sich in
analoger Weise zeigen. O

Wir betrachten zunichst das Produkt afa:

1 - A A ~
ala = 5 (X —iP)(X +iP) (5.12)
1 - . A A A
= 5(X2 + P2 +iXP —iPX) (5.13)
1/~ N
=2 (X2 + P2 1) , (5.14)
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5. Harmonischer Oszillator § 1. Algebraische Bestimmung des Spektrums

wo im letzten Schritt iXP —iPX = Z[X , Jf’} = —1 verwendet wurde. Ein Vergleich mit (5.8)
liefert uns den Zusammenhang )

H 1
fo=—"—-2 5.15
b=, (515)
was umgeformt nach dem Hamiltonoperator, uns einen Ausdruck in Abhéngigkeit des Beset-
zungszahloperators N = a'a liefert

joN

N 1 A1
it (wa 1) = (543 o0

5.1.1 Besetzungszahldarstellung

Die Bestimmung des Spektrums gelingt nun, wenn man beachtet, dass man aufgrund von (5.16)
das Eigenwertproblemes des Hamiltonoperators H |¢,,) = E,, |¢,) durch die Eigenwertgleichung
des Besetzungszahloperators N ersetzt werden kann:

Ny =v|v), (5.17)

wo wir eine verkiirzte Schreibweise |v) = [1,) eingefithrt haben. Ein solcher Zustand wird Beset-
zungszahlzustand, beziehungsweise Fock-Zustand genannt, weil er die Information der Anzahl
vorhanden Quanten v im Oszillator ausdriickt. Die Eigenfunktion |v) von N sind somit auch
Eigenfunktionen von H und es folgt:

Spektrum von H = Spektrum von N (5.18)

Sei die Eigenwertgleichung (5.17) fiir den Eigenzustand |v) gelost, so ldsst sich der Eigenwert
E, mithilfe von (5.16) und (5.17) anhand der Eigenwertgleichung direkt ablesen

Ay = (wi)hmy) = B - <y+;> i (5.19)

und das Eigenwertproblem zweier Operatoren wurde auf ein Eigenwertproblem eines Operato-
res, des Besetzungszahloperators, reduziert. Dieses Eigenwertproblem ist einfacher zu lésen als
das Eigenwertproblem fiir die Kombination der zwei Operatoren & und p. Um nun das Eigen-
wertproblem (5.17) algebraisch anhand der Auf- und Absteigeoperatoren zu lésen, berechnen
wir zunéchst die folgenden Kommutatoren:

[N,a'] = [a'a,a'] = alla,a’] + [af,af)a=al (5.20)
fa,a] +[af,a)a = —a (5.21)

Wir kénnen nun zeigen, dass af|v) und @ |v) neue Eigenvektoren zu N mit Eigenwerten v + 1
beziehungsweise v — 1 bilden. Betrachte hierzu

Nat|v) = @t + [N, a') |v) = afv |v) +al ) = @ + Dal |p) (5.22)
Nal|v) = (aN + [N, a] |v) = av |[v) —a|v) = (v — Dalv). (5.23)

Wir erkennen, dass a' [v) eine um eins grossere Besetzungszahl v und @ |v) eine um eines kleinere
Besetzungszahl v besitzt. Die Eigenschaft, dass die Operatoren ' und a den Eigenwert v eines
Eigenzustandes |v) um 1 erhéhen oder erniedrigen, verleiht den Operatoren deshalb den Namen
Aufsteige- (oder Erzeugungs-) und Absteigeoperator (oder Vernichtungsoperator). Wie es aus
der Graphik 5.1 ersichtlich ist, lésst sich die Wirkung dieser Operatoren mithilfe einer Leiter
visualisieren.

Mithilfe von:
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5. Harmonischer Oszillator § 1. Algebraische Bestimmung des Spektrums

n=3 + E3:E0+3flw

n=2 + FEy=FE;+2hw

n=1 1+ Ei=Fy+hw

’]’L:O T E():h/(JJ/Q

Abbildung 5.1: Das sukzessive Anwenden von a' entspricht dem 'Hinaufklettern’ der Leiter, wo
wir aufgrund von (5.19) bei jeder Leiterstufe eine Energie von hw gewinnen und die Besetzungs-
zahl um eins erhohen. Der Absteigeoperator a hingegen erniedrigt die Besetzungszahl um eins
und entnimmt dem System die quantisierte Energie hw.

Theorem 5.1.2: Die Eigenwerte v des Operators N sind positiv oder null.

Beweis: Multipliziert man (5.17) von links mit einem Bra (v| erhélt man
v{vlv) = (vINW) = (vla'alv) = (avlav) = lalv)]* > 0 (5.24)

Da (v|v) > 0, erhalten wir somit v > 0. O

ist die kleinstmogliche Besetzungszahl v dementsprechend null. Fiir den Eigenzustand |0), muss
dann gelten, dass die Anwendung des Absteigeoperators, zur folgenden Abbruchbedingung fihrt:

al0) = 0. (5.25)
Das daraus vy = 0 folgt, lésst sich folgendermassen zeigen:

0= |la|0)[* = (0a'alo) = (O|N'|0) = vp. (5.26)

Eigenfunktion des Grundzustandes ¢y(z) im Ortsraum

Um die Eigenfunktion ¢(z) des Grundzustandes im Ortsraum zu erhalten, vollzieht man eine
Projektion der Besetzungszahldarstellung auf den Ortsraum mithilfe von (z|o) = to(x). Da
der Impulsoperator im Ortsraum einem Differentialoperator entspricht, fiihrt die Abbruchbedin-
gung (5.25) zur folgenden Differentialgleichung:

a (z]0) = <wm:L‘ + ha> (z]0) = 0 (5.27)

1
vV 2wmh Ox

Definiert man die charakteristische Lénge xy = \/h/wm und verwendet das totale Differential,
lasst sich (5.27) in eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung umschreiben

<§% + ddz> Yo(z) = 0. (5.28)

78



5. Harmonischer Oszillator § 1. Algebraische Bestimmung des Spektrums

Diese Art von Differentialgleichungen besitzen bekannterweise nur eine lineare unabhéngige Lo-
sung. In unserem Fall erweist es sich als eine Gauss’sche Normalverteilung

) = e~ (5.20

o(x) = exp| —— . .
N 71'1‘(2) 21’%

Wie wir sehen werden, lassen sich alle hoheren Zustdnde anhand sukzessiver Anwendung des

Operators a' auf den Grundzustand erhalten und es folgt folgende Aussage:

Theorem 5.1.3: Der Grundzustand und alle hoheren Zusténde, sowie deren Eigenwerte, sind
nicht entartet.

Hohere Zustande

Um eine vollstandig orthonormierte Eigenbasis zu konstruieren, sollen die Norm der Eigenvek-
toren @|v) o< |v — 1) und a |v) o |v 4+ 1) berechnet werden:
~ 2 At A $
la )| * = (vlatalv) = W|N|v) =n (5.30)
lat |1)]|* = (wlataly) = (] [a, cﬂ +afav) =v+1 (5.31)

Fiir die auf eins normierten Zusténde erhalten wir somit folgende rekursive Beziehungen zwischen
den FEigenzusténden:

1 1
|y+1>:maw> und yy—1>:\ﬁ&\y> (5.32)

Mithilfe sukzessiven Anwenden des Aufsteigeoperators a und (5.32), lassen sich alle angeregte
Eigenzustéande des Besetzungszahloperators anhand des Grundzustandes |0) konstruieren:

1

)= il 1= = (a')”

V!

Wir wollen weiterhin zeigen, dass die Eigenwerte nur natiirlichen Zahlen entsprechen diirfen.

10) (5.33)

Beweis: Beweis durch Widerspruch Es sei angenommen, ein Eigenwert p = v + a mit a €0, 1]
und v € N existiere, welche der Eigenwertgleichung:

N |u) = (v + ) |u) (5.34)

geniige. Wir wollen nun die Besetzungszahl des Zustandes mit Eigenwert a betrachten. Dazu
annihilieren wir den Zustand |u) mit dem Vernichtungsoperator @ v-mal und iibrig bleibt die
Zahl « X

N(a" |p)] = ala” |w)]. (5.35)

Da v > 1 € N gelte, hat der Zustand a”*!|u) eine positive Norm. Aufgrund der Rekursiv-
téat (5.32) folgt jedoch:
N[+ )] = (o — e+ )] (5.36)

Da o — 1 < 0, wiirde somit eine Eigenfunktion von N mit endlicher Norm und negativem Ei-
genwert existieren, welches im Widerspruch zur Positivitéit der Eigenwerte steht (siehe Theorem
5.1.2) O

Somit gelte fiir die Eigenwerte v

vr=20,1,2,...,n mit n €Ny (5.37)

und wir erhalten zusammenfassend fiir das Spektrum des harmonischen Oszillators:
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Abbildung 5.2: Die ersten vier Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators

Spektrum des harmonischen Oszillators: Die Eigenwertgleichung des Harmonischen Oszillators
fiir Auf- und Absteigeoperatoren lautet

A 1
H|v)=E,|v) mit El,:hw<1/—|—2) und v =0,1,2.... (5.38)

Das Spektrum des linearen harmonischen Oszillators ist dementsprechend diskret, dquidistant
und nicht entartet.

5.2 Eigenfunktionen im Ortsraum und Hermite Polynome

Bei der Berechnung des Grunzustandes im Ortsraum o (z) (Die drei Notationen 1o(x), (x|0) und
(x]1o) sind dquivalent.) haben wir bereits den Aufsteigeoperator in Ortsdarstellung eingefiihrt

1 d h
af = — (x - x0> mit 2o = |/ —. (5.39)
o dx wm

Aufgrund von (5.33) lassen sich somit konsekutiv alle Eigenfunktionen angeregter Zusténde
mithilfe einer Projektion in den Orstraum berechnen

. 1 T d
1(o) = (alt) = Galall0) = (xﬂ - modx> (al0) (5.40)
(o) = ( -
Y3(r) = =

751) @ = () (;5) (Z- odi) @) (5.A1)
() - (5) (5) G

(5.43)
Im Allgemeinen erhélt man somit
1 x d\" 1 z?
= = pe— it = —= ). 5.44
) = g (o mgy) W) mie ) = en(—ga) G

Die n-te Eigenfunktion v, (z) ist somit ein Produkt aus einer Gaussfunktion und einem Poly-
nom n-ten Grades mit der Paritdt (—1)". Da die Eigenfunktionen orthogonal zueinander stehen
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miissen, suchen wir nach einem Orthogonalsystem zur Gewichtsfunktion ¥ (x) e~ Es stellt
sich heraus, dass die Polynome n-ten Grades den Hermite Polynome

a» _
Hy(z) = (—1)"6352@6 v (5.45)
entsprechen miissen, welche folgende Orthogonalitéitsbedingung erfiillen:
o0 2
/ dz e ™ Hy(2)Him () = Gmnv/m2"nl. (5.46)
—0o0

Eigenfunktion des Harmonischen Oszillator im Ortsraum: Die orthonormierten Eigenfunktionen
Yn(z) fir den harmonischen Oszillator im Ortsraum sind das Produkt von Hermite’schen
Polynomen H,, und einer Gausschen Normalverteilung

w(m)_i$ﬂ e 2 (5.47)
T g4 omplzy T \ o P 223 ) .

Da Hermite’sche Polynom eine Paritét (—1)™ besitzen, sind die Eigenfunktionen symmetrisch
fiir gerade n und anti-symmetrisch fiir ungerade n.

o(z) P1(x)

Pa(x) P3(x)

Abbildung 5.3: Die ersten vier Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators.

Die ersten vier Hermiteschen Polynome lauten:

Hy(x)=1

Hi(x) =2z

Hy(z) = 42 — 2

Hs(z) = 82° — 122

Hy(z) = 162" — 4822 4 12
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5.3 Messungen am harmonischen Oszillator

In diesem Abschnitt wollen wir die Erwartungswerte und die Standardabweichungen der beiden
Observablen & und p im Harmonischen Oszillator berechnen. Dazu kehren wir erneut zu den
Ausdriicken (5.9)

h
(a* + a) und p=i % (a* . &) (5.48)

=
I

2mw

zuriick.

Erwartungswert Impuls- und Ortsoperator

Die Erwartungswerte des Orts- und Impulsoperators im Energie-Eigenzustand |v) lauten

(@) = (i) = /5 <ura*+aru>:@ (wlat) + wial)) (5.49)

wm

) = o) = i) " lal — alvy = i/ " (@lall) — wlal)) . (5.50)

Mithilfe von a|v) = |v — 1), a'|v) = [v+1) und (v|v +1) = (v|]y — 1) = 0 ist es ersichtlich,
dass

] (#)=0 und (p)=0 \ (5.51)

gelte. Fiir jeden Energie-Eigenzustand |v) befindet sich das Teilchen also in der Mitte des Po-
tentials und besitzt im Mittel einen verschwindenden Impuls.

Varianz Impuls- und Ortsoperator

Fiir die mittlere Schwankungen, der sogenannten Varianz, des Ortsoperators gelte

h
(Az)* = (2*) — (z) = (v|aa + aa’ +a'a + a'al|y) (5.52)
-~ 2wm
=0
h aat + aqt
=5 (vlaa" + aa'|v) (5.53)
wm
h A
=30 (V|2N + 1|v), (5.54)

wo wir im Schritt (5.53) verwendet haben, dass (v|aalv) = (v|afal|v) = 0 ist. Mithilfe des Kom-
mutators [&, ELT] =aal—a'a = aa’ = 14+a'a und der Definition der Besetzungszahldarstellung

A

N = afa, erhalte man den Ausdruck

(Az)? = % (1/ + ;) = z2 <1/ + ;) . (5.55)

Analogerweise erhalten wir fiir den Impulsoperator

(Ap)?* = :g <u + ;) : (5.56)

Die Schwankungen des Zustandes |v) werden also fiir zunehmende Energien im Ort und Impuls
grosser.

82



5. Harmonischer Oszillator § 4. Kohérente Zustdnde

Nullpunktfluktuationen

Aus dem Produkt von Ax und Ap erhalten wir mithilfe der Heisenbergschen Unschéarferelation,
die Bedingung
1 h

AxAp=nh (1/ + 2> > 3 (5.57)
und die Unschérfe ist somit im Grundzustand mit ¥ = 0 minimal. Anders als die klassische
Grundzustandsenergie ist im quantenmechanischen Fall die minimale Energie nicht null, son-
dern sie entspricht der Nullpunktenergie Ey = hw/2. Auch im Grundzustand existieren somit
sogenannte Nullpunktsfluktationen um den Ursprung.

5.4 Koharente Zustande

Aufgrund der Gleichungen (5.19) und (2.148) entwickelt sich der n-te angeregte Zustand des
Harmonischen Oszillators zeitlich folgendermassen:

' 1
v, t) = exp <;E,,t> |v) mit E, =hw <1/ + 2) (5.58)
Im vorherigen Abschnitt haben wir festgestellt, dass die stationédren Zustdnde |v) einzeln keine
Ostzillationen durchfiihren. Es ldsst sich leicht zeigen, dass auch fiir die zeitabhéngigen Zustin-
de (5.58), () = (v, t|Z|v,t) = 0 und (p) = (v, t|p|v,t) = 0 gelte und sich somit die Entwicklung
der Erwartungswerte von der klassischen Bewegung des Oszillators unterscheiden.

Bemerkung: Es lohnt sich hier nochmal die Resultate des klassischen Harmonischen Oszilla-
tors aufzulisten. Die klassische Bewegungsgleichung lautet:

2z AV
_ % _ 5.59
a2 dt v (850

welches uns die Losung:

z(t) = zpcos(wt — p) mit w= \/E (5.60)

liefert. Die Integrationskonstanten ¢ (Phase) und zp (Amplitude) lassen sich mithilfe der
Anfangsbedingungen festlegen. Da das System abgeschlossen ist und nur konservative Krifte
wirken, ist die Gesamtenergie erhalten und lautet:

1
E = §mw2x3 (5.61)
Fiir eine gegebene Gesamtenergie E oszilliert das Teilchen zwischen den Punkten der maxi-
malen Auslenkung z = +x9. An den Stellen x = +x¢ ist die potentielle Energie maximal und
die kinetische Energie gleich null. Im Ursprung & = 0 hingegen ist die potentielle Energie
null und die kinetische Energie maximal.
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5. Harmonischer Oszillator § 4. Kohérente Zustdnde

V(z)

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit sogenannten quasiklassischen oder kohdrenten Zustinden
befassen, fiir welche die zeitliche Entwicklung der Erwartungswerte des Orts (x) und Impulses
(p) mit der klassischen Bewegung des Oszillators tibereinstimmen. Es soll zunéchst angemerkt
sein, dass Energie-Eigenfunktionen niemals eine klassische Bewegung vollziehen kénnen, da sich
der Term exp(—iE,th) des Kets |v, t) mit dem korrespondierenden Faktor im Bra |v, t) kiirzt und
fiir stationédre Energie-Eigenfunktionen aufgrund von (5.47) (x) = 0 gelte. Um Oszillationen, wie
im klassischen Fall, zu beobachten muss man eine Linearkombination:

la) = co [0) +c1[1) (5.62)

der Eigenfunktionen betrachten. Die Wellenfunktionen sollen sich periodisch im Potential hin-
und her bewegen (Erwartungswert von z soll nicht null sein) ohne sich jedoch zu verbreiten
(Varianz (Axz)? soll zeitlich konstant sein). Es stellt sich heraus, dass ein kohérenter Zustand
|pa) ein Eigenzustand des Vernichtsungsoperators a ist:

alpa) = alea) (5.63)

Als Ansatz fiir einen koharenten Zustand wahle man die Linearkombination:
o
[fa) = 3 nln) (564
n=0

und die resultierende Eigenwertgleichung ist dann:

alpa) = alpa) =D cavnln—1) = cmivVm+1|m) (5.65)
n=1 m=0

wo wir (5.32) und die Substitution m = n — 1 verwendet haben. Wir erhalten somit:

Z Al Im) = Z Cmt1Vm +1|m) (5.66)
m=0 m=0

Damit die linke und rechte Seite iibereinstimmen muss fiir jedes m die Gleichung ac,, =
Ccm+1vVm + 1 gelten und wir erhalten folgende Bezichung zwischen den Entwicklungskoeffizi-
enten:

Cmit @ (5.67)
Cm m + 1 .

Mit der Wahl ¢y = 1 und der Riicksubstitution n = m + 1 l&sst sich der Entwicklungskoeffizient
¢, geeignet in Abhéngigkeit des Eigenwertes « schreiben:

(o.9] an
=CS —n)=cC
o) = €3 o

[e.9]

> 2@ o) (5.69)

n=0
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5. Harmonischer Oszillator § 4. Kohérente Zustdnde

wo C' der Normierungskonstate entspricht. Da die verschiedenen Energieeigenzustande |n) or-
thogonal zueinander stehen, erhalten wir mithilfe von (5.68) fiir die Normierungskonstante:

2
« o
1 = {(palpa) = Z | 7|L = (% o] = (C =exp (—’2> (5.69)

n=0

wo wir die Exponentialreihe exp(z) = > 07 ;2" /n! eingefiigt haben. Der zeitunabhéngige kohé-
rente Zustand ist somit:

|0a) = e 1oF° /22 — |n (5.70)

Mithilfe von (5.19) und (2.148) erhélt man dann die kohdrenten Zustinde:

|0as t) —efia‘/ZZ -t/ ) (5.71)

welche im Ortsraum folgende Form einnehmen:

n

ol 1) = (elgmrt) = P2 5 Oy, (o (5.72)
) Y v m
wo wir die Projektion (z|pq,t) und ¢, (z) = (z|n) verwendet haben.

Bemerkung: Dies lasst sich auch kompakt in der Form
Pa(z,t) = Pag) ()e™™2 mit  a(t) = ae”™ (5.73)

schreiben.

Erwartungswerte und Streuungen im kohirenten Zustand

Zur Berechnung des Ortserwartungswerts driicken wir erneut unsere Operatoren &, in Analogie
zu (5.48), mithilfe der Operatoren @ und &' aus. Dann erhélt man:

Zo

(#) = (a)|2|eat)) = % (o |+ allpa(t)) = ﬁ(a(t) +a*(t)) (5.74)

wobei wir im letzten Schritt die zwei Gleichungen a |¢a¢)) = a(t) [pae)) und (gpa(t)]&T =
(¢a(pl a*(t) verwendet haben. Da «a einen komplexen Koeffizienten definiert, lésst es sich als
Produkt eines Absolutbetrages und einer komplexen Phase § darstellen: v = |a|e?. Wir erhalten

= Jale™@) und o (t) = |ale et = |ale’ @) (5.75)

at) = |alePe™™

Mithilfe von 2 cos(wt — §) = e~“=9) 4 ¢(@!=9) erhalte man schlussendlich:

(2) = (Pa,t|Z]@a,t) = V2x0|a| cos(wt — &) (5.76)

Ein Vergleich mit (5.60) bestétigt, dass der Ortsmittelwert dieselbe Oszillation wie im klassi-
schen Fall aufweist.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich:

(5.77)

9o 1 ox _(x—xox/i|a|cos(wt—5))2
‘Sooé(xvt)‘ _$Oﬁ p( x% >

und entspricht genau einem Gausschen Wellenpaket, welches eine zeitunabhéngige Varianz be-
sitzt. Die Breite des Wellenpaketes nimmt somit mit zunehmender Zeit nicht zu.
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5. Harmonischer Oszillator § 5. Dreidimensionaler Isotroper Oszillator

5.5 Dreidimensionaler Isotroper Oszillator

Bisher haben wir uns ausschliesslich mit dem eindimensionalen Oszillator befasst. In diesem
Abschnitt wollen wir die Erweiterung des harmonischen Oszillators auf drei- und die Verall-
gemeinerung auf d-Dimensionen betrachten. Der Hamiltonian des dreidimensionalen isotropen
harmonischen Oszillator ist fiir ein spinloses Teilchen mit Masse m lautet:

2 2
L RN
H= o + 5 T mit w = - (5.78)

Der Zustandsraum # ist nun ein Tensorprodukt von drei Kopien des Hilbertraumes La(R) des
eindimensionalen Oszillators:

H=H, @H, @H, = Ly(R?) (5.79)

wo Hz, Hy, H. die Zustandsrdume kennzeichnen, in welchen ein Teilchen sich lings der x,y oder
z Richtung bewege. Der Energiezustand [v) ldsst sich dann durch die Energie-Eigenzustinde
des eindimensionalen Oszillators bilden:

‘d)) = ‘¢m> & ’¢y> & |wz> (5-80)

und der Hamiltonoperator ist die direkte Summe der drei eindimensionalen Hamiltonoperatoren

des Oszillators: . . R ~

Da der Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist, suchen wir nach den Losungen der stationdren
Eigenwertgleichung

H |y) = E[¢) (5.82)
Mithilfe von:
) = (Fa ) @ 1) @ [92) (5.83)
+ ey @ (Hyly)) @ [462) (5.84)
+ e @ [y} @ (B [:)) = By ) (5.85)

Da die Operatoren flx, fly, H, auf verschiedenen Riumen operieren und aufgrund der Eigen-
wertgleichungen

Holun) = (va 3 ) olish, V1) € %o (5:50
X 1

H, |¢y> = (Vy + 2) hw |¢y> ) vW’y> € Hy (5.87)
H. |[¢,) = (uz + ;) hw .y, Y[v.) € H. (5.88)

haben die Eigenvektoren von H, H,, H,, H. die Form
[¥) = [Va) @ |¢by) @ [¢2) (5.89)

und die Eigenwerte des drei-dimensionalen harmonischen Oszillators kénnen als Summe der
Eigenwerte der eindimensionalen Oszillatoren aufgefasst werden:

3
E, = hw (um +vy+v,+ 2) , mit v; €Ny (5.90)
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5. Harmonischer Oszillator § 5. Dreidimensionaler Isotroper Oszillator

Bemerkung: Ist die Potentielle Energie rotationsinvariant (die Rotationsinvarianz wird noch-
mals ausfithrlich im néchsten Kapitel besprochen), wie es in (5.78) der Fall ist, hat man es
mit einem isotropen harmonischen Oszillator zu tun. Fiir den drei-dimensionalen anisotro-
pen harmonischen Oszillator muss man die potentielle Energie durch folgenden Ausdruck

ersetzten:

m
V(x) = g(ngz + wng + w?22?) (5.91)

WO Wz, Wy, w, drei verschiedene Konstanten darstellen.

In der Ortsdarstellung reduziert sich die Wellenfunktion von einem tensoriellen Produkt zu einer
Faktorisierung der einzelnen Wellenfunktionen:

1/1(33) = <$|"/)> - %(ﬂf)wy(y)wz(z) (5'92)

Entartung der Eigenwerte

Fiir den dreidimenisionalen Oszillator sind die Energieniveaus bis auf den Grundzustand entartet.
Um dies zu verstehen, betrachte man lediglich die Gleichung (5.90). Fiir einen Eigenwert, z.B
fiir den ersten angeregten Zustand v = 1, muss dann folgende Gleichung erfiillt sein:

V=V + vyt (5.93)

Fiir den ersten angeregten Zustand v = 1, erhalte man somit mit den drei Tupel {1,0,0},{0,1,0}
und {0,0,1} den gleichen Eigenwert E,—;. Der Grad der Entartung' g, fiir ein Energieniveaus

E, lasst sich mithilfe von:
(v+1)(v+2)

gy = 9 (5.94)
bestimmen.
N-dimensionaler Isotroper Harmonischer Oszillator
Fiir den N-dimensionalen harmonischen Oszillator ergibt sich der Hamiltonian:
o N .
gv_ P L 22 D; L 9.9
H—%—i—gmww —;27;1+2mwxi (5.95)
und die erlaubten Energieniveaus sind:
N N
El,:hw[(yl—l—---—i—yN)—l—Q]:hw[l/—l—2] (5.96)
Der Grad der Entartung g, fiir ein Energieniveau E,, ldsst sich dann mithilfe von
N+4+v-—1
gv = (597)
v

berechnen.

! Anzahl méglicher Kombinationen von (5.93)
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KAPITEL 6

Rotationssymmetrie

In diesem Kapitel werden wir uns spezifisch um Rotationssymmetrien beschéftigen. Symmetrien
spielen in der Physik eine wichtige Rolle, da Symmetrien mit bestimmten Erhaltungsgrdssen
verbunden sind. Das Noether Theorem welches aus der Klassischen Mechanik bereits bekannt
ist wird ebenfalls eine Definition in der Quantenmechanik finden. Noethers Theorem besagt:

Zu jeder kontinuerlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine
Erhaltungsgrosse

Solche Symmetrien werden durch die Gruppentheorie und Darstellungstheorie definiert und fin-
den eine analoge Definition durch den Generator einer Gruppe

Jede Erhaltungsgrosse ist Generator einer Symmetriegruppe

Was genau mit einem Generator einer Gruppe gemeint ist, wird spéter verdeutlicht. Eine Sym-
metrie ist somit eine Invarianz eines Systems unter Transformationen. In der klassischen
Mechanik bedingt die Invarianz eines physikalischen Systems unter Galilei Transformation fol-
gende Erhaltungssatze:

Verschiebungen in der Zeit = Energieerhaltung
Verschiebungen im Ortsraum = Impulserhaltung
Drehungen im Ortsraum = Drehimpulserhaltung

Die Frage stellt sich nun ob in der Quantenmechanik ein &hnlicher Zusammenhang zwischen
Symmetrien und Erhaltungsgrossen existiert.

Beispiel: Das naheliegenste Beispiel einer rotationsinvarianten Grosse ist die Hamiltonfunktion.
Sie héangt im klassischen Fall sowohl als auch in der Quantenmechanik explizit nur von den
Vektorbetrégen |p| und |x| ab, aber nicht von Vektorkomponenten. |

Gruppe: Eine Menge G mit einer Verkniipfung oder Operation o, welche zwei Elemente h und
g zu einem neuen Element g o h kombiniert

GxG— G, (g,h)—~k=goh
heisst Gruppe (G, o) wenn es folgende Bedinungen erfiillt
I. Assoziativitit: go (hok)=(goh)ok, Vg,h,keG

II. Inverses: 3g € G sodass gg '=¢g lg=FE,Vge G
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6. Rotationssymmetrie § 1. Rotationen

III. Neutrales Element: 3!/F € G sodass Vge G,goE=Fog=yg,

IV. Abgeschlossenheit: Das Element der Operation g o h,Vg, h € G muss ebenfalls in G
sein.

Wichtig ist das man zwischen sogenannten diskreten und kontinuierlichen Gruppen unter-
scheidet. Diskrete Gruppen haben eine endliche Anzahl an Elementen wihrend kontinuierliche
Gruppen durch kontinuierliche Parameter charakterisiert werden und somit eine unendliche An-
zahl an Gruppenelementen besitzen (stelle Sie sich als Beispiel infinitesimale Rotationen vor).
In der Physik sind die betrachteten kontinuierlichen Gruppen sogenannte Lie Gruppen. Unter
ihnen versteht man Gruppen, welche zusétzlich eine Mannigfaltigkeit definieren, die notwen-
dige Eigenschaften wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit besitzt. Die genaue Unterscheidung
einer Gruppe und einer Lie-Gruppe soll uns nicht gross beschéaftigen. In den allermeisten Féllen
kénnen in der Physik kontinuierliche Gruppen als Lie Gruppen angesehen werden.

6.1 Rotationen
Ganz allgemein ist eine Drehung um den Ursprung fiir einen Punkt x gegeben als:
r— 2 =Rx

die Operation welche das Skalarprodukt invariant lasst (Mathematisch ausgedriickt: @ -y =
@’ - y'). Schliesslich sollte sich der Rotation die Linge des Vektors nicht verdndert haben. Die
Drehmatrizen bilden die Orthogonale Gruppe:

0(3) = {R € GL(3,R) | RT = R™' mit det(R) = £1}

GL(3,R) bezeichnet alle 3 x 3 invertierbaren reellen Matrizen.

Man beachte, dass die Orthogonale Gruppe und die spezielle Orthogonale Gruppe in (6.1)
allgemein nicht abelsch ist, was bedeutet, dass die Reihenfolge der Operation zweier Grup-
penelemente eine Rolle spielt. In (n > 2) Dimensionen gilt fiir die Drehmatrizen Ry Ry #
RoR;.

6.2 Symmetriegruppe

Die Menge G = {g} aller Transformationen welche die beobachtbaren Grossen nicht &dndern,
bildet die Symmetriegruppe G !. Diese Transformationen kénnen zum Beispiel Spiegelungen,
Translationen oder auch Rotationen sein. Im Falle von Rotationen handelt es sich um eine
Untermenge der Symmetriegruppe; die Gruppe SO(3) der speziellen, orthogonalen Transforma-
tionen.

SO(3) = {R € reelle 3 x 3 Matrizen : RRT = 1 mit det(R) = 1} (6.1)

Die SO(3) beschreibt Rotationen im 3-dimensionalen Raum, da die Elemente der SO(3), die
Rotationsmatrizen, die oben aufgelisteten Bedingungen erfiillen. Die zusétzliche Einschrankung
det(R) = 1 fiihrt dazu, dass Spiegelungen 2 welches Elemente der O(3) Gruppe sind, keine
Elemente der SO(3) Gruppe mehr sind. Die Darstellung (Parametrisierung) der Elemente aus
SO(3) ist nicht eindeutig. Man kann zum Beispiel Euler Winkel verwenden; dann wird das
Element zu

R = R(e;,a) o R(ey, B) o R(es, ) (6.2)

'Die Gruppenoperation ist die Komposition o
2Spiegelungen sind namlich Matrizen welche die Bedingung det(R) = —1 erfiillen
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6. Rotationssymmetrie § 3. Unitére Darstellung der Symmetriegruppe

wo «, 3, die Euler Winkel sind. Alternativ kann man die Rotation eines Vektores um einen
Winkel ¢ betrachten. Fiir die Rotation um die z-Achse hat man dann

cos(p) —sin(p) 0
R.(¢) = | sin(p) cos(p) 0 (6.3)
0 0 1
und weiterfiihrend fiir die Rotationen um die z- und y-Achsen:
1 0 0 cos(p) 0 sin(yp)
Ry(p) = [0 cos(p) —sin(y) Ry(¢) = 0 1 0 (6.4)
0 sin(y) cos(p) —sin(¢) 0 cos(p)

Da die Gruppe SO(3) von 3 kontinuerlichen reellen Parametern abhéngt, bildet sie eine Lie-
Gruppe.

Die Symmetriegruppe G soll nicht mit der endlich-diskreten Symmetrischen Gruppe S,
verwechselt werden. Symmetriegruppen kénnen im Falle von orthogonalen Gruppen kon-
tinuierlich sein sind aber zum Beispiel im Fall von Zyklischen Gruppen (Drehungen um
einen bestimmten Winkel als Beispiel) diskret.

6.3 Unitire Darstellung der Symmetriegruppe

Man ist an einem generellen Formalismus interessiert, welcher unsere bekannten Transformatio-
nen wie Rotation, Translation, welche wir bis jetzt im reellen Raum R? betrachtet haben mit
der Quantenmechanik in Verbindung setzt. Wir erwarten, dass bei rdumlichen Transformatio-
nen, wie Rotation und Translation, der Zustand [¢) in einen neuen Zustand |1),) iibergeht. Es ist
somit angebracht, zu postulieren dass solche Transformationen durch einen unitiren Operator
dargestellt werden kénnen. Wir postulieren

U:HeH U )= |y =Uly)
Fiir welche wir aus der Eigenschaft

U (9T (g)¢) = (¥]0)

bereits wissen, dass UT = U1 gilt.

Réaumliche Transformationen wie Translationen und Rotationen besitzen weiterhin die wich-
tige Eigenschaft, dass sie im klassischen Falle eine Gruppe bilden. Zum Beispiel ist die Zu-
sammensetzung zweier Rotationen wieder eine Rotation. Ebenfalls existiert zu jedem Element
ein Inverses (Rotation im Uhrzeigersinn und Gegenuhrzeigersinn). Um nun ein Analog in der
Quantenmechanik zu finden, miissen wir verlangen, dass die unitdre Representation der Sym-
metrietransformation die gleichen Eigenschaften wie im klassischen Fall erfiillt. Es muss somit
fiir ein Gruppenelement g; € G eine unitare Darstellung existieren welcher ein Gruppenhomo-
morphismus der Symmetriegruppe G zur Gruppe der unitédren linearen Operatoren bildet, so
dass

U(gi) : H=H mit U(g1)U(g2) = U(g1 0 g2),
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6. Rotationssymmetrie § 4. Symmetrien und Erhaltungsgrossen

Zur Erinnerung: Ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen (G, *) und (H, *) ist eine Abbil-
dung

¢:G—H
wenn fiir alle Elemente g1, g2 € G die folgenden Eigenschaften gelten:

o(g1 % g2) = ¢(91) * ¢(g2)
dlea) = en

d(g™") =d(g)"

Unitére Darstellung der Drehungen

Rotationen R werden dem unitéiren Operator U(R) zugewiesen. Betrachet man eine Einteilchen-
Wellenfunktion (), dann miissen unter Rotation des Bezugssystems die Argumente der Wel-
lenfunktion ebenfalls transformieren. Die unitére Darstellung der SO(3) auf dem Hilbertraum
ist dann gegeben mit

Rotation _
U(@) =2 U(R)(a) = ¢(R ')
Die Abbildung U : R — U(R) ist also ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe der

Drehungen in die Gruppe der unitiaren Operatoren (der Rotation) auf dem Hilbertraum.

6.4 Symmetrien und Erhaltungsgrossen

Damit eine Messung invariant unter einer Symmetrieoperation U ist, miissen die Figenzusténde
des Systems unveréndert bleiben. Somit muss der Hamiltoninan selbst eine Symmetrie besitzen,
damit H — H' = H gilt. Wir haben

H |[4;) = E; |¢y) (6.5)

und aufgrund der invarianz des Hamiltonians, bleiben die Energieeigenwerte der transformierten
Eigenzustiande |¢)) unverdndert

' [y = H |¢) = Ei [u3) (6.6)
Betrachten wir eine Symmetrietransformation:
[¥) = [¢g) = U(g) [)

Nehmen wir im ersten Fall an, dass U zeitunabhéngig ist und [¢)(t)) eine Losung der Schrodin-
gergleichung ist. Man verlangt

d /- ~d Y A N
ihr (U 1)) = ih U2 (10(0) = UA u(t) = (10 8] + HO) [v()
Damit U [¢(t)) eine Losung der Schrodingergleichung ist, muss demnach
U] =0 bow 0RO =0 (6.7)

gelten. Falls Transformationen von einem (oder mehreren) kontinuierlichen Parametern ¢ ab-
héngt (z.B Euler Winkel) dann gilt

U= ei‘sé =1+ieG + 0(52)
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6. Rotationssymmetrie § 5. Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

Theorem 6.4.1: Wenn der Operator U unitér ist, dann gilt fiir die Erzeugenden der Trans-
formation G, dass diese hermitesch sind und somit moglicherweise Observablen darstellen
konnen.

Beweis: 1 =UtU = (1 —ieGT +...) (1 +ieG +...) = 1 —ie (GT — G) +0O(£?) O
%/A_/
Gt=G

Betrachten wir erneut die Kommutatoreigenschaft (6.7) dann sieht man ebenfalls
{U,f[} =0= ie[é,fl} + (’)(52)

Damit die Gleichheit gilt muss die rechte Seite null sein. Dies ist der Fall, wenn [@,I:I } =0

ist. Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung, beziehungsweise mit den Erwartungswerten, die

Ehrenfestgleichung besagt
d /- 1 /1~ - oG
46y = L(fe.n])+ (%
@)= 3 (ea)+ (%)
Da [G, H } = 0 und G nicht explizit von der Zeit abhédngt erhalten wir folgendes Defini-

Noether Theorem: Wenn die Erzeugende der Transformation mit dem Hamiltonoperator ver-
tauscht, dann ist der Erwartungswert des Erzeugenden der Transformation erhalten. Es gilt

d -
(@) =0

Man spricht also von einer Erhaltungsgrosse.

6.5 Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

Eine Rotation um einen infinitesimalen Parameter ¢ (stellen Sie sich es als einen Winkel 6 vor)
entspricht fast der Identitét (also keiner Rotation). Man schreibt

R(e)=1+ A

A beschreibt eine infinitesimale Matrix der Ordnung . Man ignoriert die Terme héherer Ord-
nung O(e?). Wir wissen, dass Rotationen durch unitire Matrixen dargestellt werden. Dies folgt
aus der Bedingung, dass Skalarprodukte unter Rotation invariant sind. Diese Bedingung wird
mathematisch ausgedriickt als:

RTR=1

Setzt man nun unsere infinitesimale Approximation R(¢) = 1+ A in diese Gleichung ein, erhélt
man

RTR= (1+AT) (1 + A) = (1 + AT + A)

Verlangt man, dass dies 1 entspricht muss AT = —A gelten?. Dies bedeutet also, dass A an-
tisymmetrisch sein muss. Betrachtet man den zwei-dimensionalen Fall (Wir gehen spéter zum

3Der Term A” A wird hier ignoriert, da bei der Annahme schon Terme hoherer Ornung O(g) ignoriert wurden
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6. Rotationssymmetrie § 5. Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

hoher-dimensionalen Fall iiber) dann gibt es nur eine 2 x 2 antisymmetrische Matrix.

0 1
Q=

-1 0

Die Losung entspricht also A = &€ fiir einen beliebigen reelen Parameter €. Rotationen nahe an
der Einheit haben also die Form

R=1+eQ+ 0O(c?)

Betrachtet man nun eine nicht-infinitesimale Parameterdnderung (oder Winkeldnderung) e, teilt
diese in N Teile, so dass /N infinitesimal ist fiir grosse /N und wendet N infintesimale Rotationen
an, dann bekommt man mit der Identitéit e® = limy_,o0 (1 + z/N)™:

o= i (n ()" = g (1+57) =

) findet man alternativ mit:

d
QO=—R
de (6) e=0
6.5.1 Infinitesimale Rotationen in R?
Wir haben bereits gesehen, dass €2 mit
d .
Q= —R(e) mit R(0)=1 (6.8)
de c=0

gefunden werden kann. Die (; bilden einen reellen Vektorraum. Man sieht zum Beispiel die
Linearitdt anhand

d
— (Rl (0116)R2(042€)) = a1 + asfdy
de

Viele Vektorraumeigenschaften kommen direkt aus der Gruppenstruktur der Rotationen. Be-
trachtet man eine beliebige infinitesimale Rotation R; (Die Matrizen R und R~ sind konstant)

dann hat man
- R <dR1(5)> Rl
=0 de

Sei nun R ebenfalls eine infinitesimale Rotation R;(e) dann folgt aus der Produktregel

= RO4R!
e=0

d% (RR1(e)R71)

L (REDBRE) = LREBRE "+ REH = (7 E)

Ist man nun an einer infinitesimalen Rotation interessiert, evaluiert man das ganze bei € = 0
und verwendet (6.8). Man bekommt

d d, _
&(Rl(s)) Qo1 + 19, £(R1 (@) = 2 — Q1 = [, Q]
=0 S—————

—_————
0 —h

Rotationen kommutieren allgemein nicht miteinander, was bedeutet, dass R1 Ry # RoR; ist.
Diese Struktur lasst sich auch im Kommutator der Lie Algebra sehen (Sie kommutieren nur
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6. Rotationssymmetrie § 5. Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

wenn [1,Q9] = 0). Die explizite Form der ; lésst sich aus der Gruppenstruktur bestimmen.
Egal in welchen Dimensionen man sich befindet, die zwei Bedingungen

RT(e)R(e)=1 und det(R) =1
miissen fiir alle Rotationen gelten. Aus dieser Bedingung erhalten wir analog fiir die Generatoren
o = —q

Matrizen, die diese Bedingungen erfiillen sind reelle, antisymmetrische 3 x 3 Matrizen. Wir haben
im zweidimensionalen Raum gesehen, dass es nur ein () gibt. Fiir N = 3 findet man

00 0 0 0 1 0 -1 0
Q=100 -1, 2=l0 00|, =11 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 0

Jede 3 x 3-antisymmetrische Matrix kann als Linearkombination von A = w1, + wa )y, + w32,
mit drei reellen Zahlen wi,ws, w3 geschrieben werden

0 0 0 0 0 wo 0 —ws 0
=10 0 —wi | =] 0 0 0], L=|ws 0 0
0 w; 0 —wy 0 0 0O 0 0

und somit gesamthaft

0 —W3 w2
Qw) =% +Q +Q. = | ws 0 —w

—w9 w1 0

Fiir jede 3-dimensionale Rotation um die Achse w = (w1, w2, ws) (nicht nur infinitesimal) gilt
dann

| R(w,) = exp(e(wi +was + wy(s)) = exp(eQ(w)) | (6.9)

Fiir den Kommutator der einzelnen Matrizen finden wir
[Q1,0] = Q3,  [Q2,Q3] =, [Q3,] =Q
Oder kompakt mit dem Levi-Civita Symbol €;;;,
(€2, Q] = €jraf (6.10)
Die ; sollen nicht mit einer Rotation verwechselt werden. Diese sind ja 3 x 3-Matrizen
mit det(R) = 1.

Den 2; kann man auch einen Namen geben. Sie sind die sogenannten Generatoren oder FErzeu-
gende einer Lie-Algebra. Zusammenfassend aus den vorherigen Erkenntnissen, kommen wir nun
zur Mathematischen Definition einer Lie-Algebra.
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6. Rotationssymmetrie § 5. Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

Lie-Algebra: Eine Lie Algebra ist ein K-Vektorraum g versehen mit einer Abbildung
[lraxg—g (v,w) = [v,w]

fiir welche die Eigenschaften des Kommutators gelten. Eine Lie Algebra g wird fiir eine Ma-
trixgruppe GL(n,R) (zu welchen zum Beispiel SO(3) und O(3) gehoren) der Zusammenhang
zwischen ihnen durch den Tangentialraum X des Neutralelements festgehalten. Es gilt fiir
A(t) € GL(n,R)

d
X = ZA(t) . (6.11)

Die Gruppenoperation der Lie-Algebra ist nicht die Lie-Gruppen Operation (Matrixmultiplika-
tion) sondern die Lie-Klammer. Diese Beziehung wird in der Baker-Campbell-Hausdorff Formel
festgesetzt.

Baker-Campbell-Hausdorff-Formel: Die Baker-Campbell-Hausdorff Formel gibt uns den Zu-
sammenhang zwischen Operationen der Lie-Gruppe und deren Lie Algebra

1
eX oY = XHY+XYI+...

Folgende Eigenschaften gelten fiir die Lie-Klammer:

e Antisymmetrie: Fiir alle v, w € g gilt [v, w] = —[w, V]

e Linearitdt: Fir alle v1,vo,w € g und A\, Ay € K

(A1 + Aovo, w] = Aq [vr, w] + Az [v2, w]

e Jacobi-Identitédt: Fiir alle v1,v9,v3 € g gilt

[[v1,v2] , vs] + [[v2, V3], v1] + [[vs, v1] , v2] =0

Die Lie-Klammer ist somit equivalent zum Kommutator.

6.5.2 Infinitesimale Rotation auf X

Wir haben bereits gesehen, dass man Rotationen R einen unitédren Operator U (R) zuweist. Wir
betrachten

Fiir den Kommutator folgt analog

019, 2)) = |U(2),0(2)]

In der Quantenmechanik sind Observablen durch Hermitesche Operatoren dargestellt. Aus

A~

UN(R(e))U(R(e)) = 1 (6.12)
folgt die Bedingung U ()T = U(2)~!. Die hergeleiteten Generatoren 2 sind reelle antisymmetri-

sche Matrizen, da sie die Bedingung Q = —Q7 erfiillen und sind somit ebenfalls antihermitesch
Q = —(Q97 (Da sie reelle Matrizen sind und somit Q* = 2). Oftmals werden die Generatoren
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6. Rotationssymmetrie § 6. Unitédre Darstellung der Lie Algebra so(3)

der SO(3) mit einem ¢ multipliziert, um sie hermitesch zu machen (Man kann iiberpriifen, dass
dann QF = ()7 = Q gilt). Unsere neuen Generatoren lauten:

M1 = ZU (Ql), M2 = ZU (QQ) und M3 = Z[)v (Qg)

In Vektornotation lautet dies
3
i=1

Fiir die Lie-Algebra bekommen wir eine &hnliche Form zu (6.10)
(M, My] = iejr M, (6.13)

Eine endliche Rotation |¢| um die e -Achse wird dann in Unitérer Darstellung aufgefasst mit

A~

U(R(p)) = ¢' 23 93Mi = gieM (6.14)

Der Grund, warum man einen unitare Darstellung mochte, wird dann im konkreten Fall des
Zeitentwicklungsoperator deutlich. Wichtig ist, dass die Generatoren oftmals die Grossen sind,
welche man misst, und aus den Axiomen der Quantenmechanik wissen wir, dass Observablen
hermitesche Operatoren zugeordnet werden.

6.6 Unitire Darstellung der Lie Algebra so(3)

In der Darstellungstheorie beschreibt man Gruppen durch Matrizen. Als Beispiel hatten wir
die (6.3) und (6.4) Rotationsmatrizen als Reprisentationen der Gruppe SO(3) auf dem Vek-
torraum R3. Nichts hindert uns daran, die Wirkung der Gruppe auf einen beliebigen anderen
Vektorraum zu betrachten. Man kann beispielsweise betrachten, wie SO(3) auf R! oder auf R*
wirkt. Im vierdimensionalen wissen wir, dass man 4 x 4-Matrizen erhalten muss. Dies mag etwas
verwirrend erscheinen, da wir SO(3) als die Menge

SO(3) = {R € reelle 3 x 3 Matrizen : RRT = 1 mit det(R) = 1}

definiert haben. Die anderen Fille sind eine Abstrahierung der expliziten 3-dimensionalen Dar-
stellung. Dies wird héufig als explizite Représentation eingefiihrt, um die Gruppeneigenschaften
genauer zu untersuchen. Es gibt wie erlautert jedoch nicht nur diese eine Darstellung. Mithil-
fe der Darstellungstheorie werden wir analysieren kénnen, wie die Gruppen auf verschiedenen
Vektorrdumen wirken.

6.6.1 Darstellungstheorie

Elemente einer Gruppe konnen abstrakt betrachtet werden. Fiir viele physikalische Anwendun-
gen ist es hilfreich, die Wirkung der Gruppe auf einem bestimmten Vektorraum zu analysieren.
In der Darstellungstheorie weist man jedem Element g eine d ® d matrix D(g), so dass ein
Homomorpismus besteht.

Gruppen-Homomorphismus: Seien (G, x) und (H, o) zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H
ist ein Gruppenhomomorphismus falls fiir alle g g2 € G :

P(g1 % g2) = ¢(g1) - $(92)
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Existiert ein Gruppenhomomorphismus einer Gruppe G auf die Gruppe der nicht-singularen
d x d Matrizen I'(g) mit Matrixmultiplikation als Gruppenoperation, dann bildet die Gruppe
der Matrizen I'(g) eine d-dimensionale Darstellung D von G. Mathematisch:

D:Gw— GL(V), ¢(g192) = ¢(91)d(g2)

Viele Darstellungen erweisen sich als #quivalent. Mathematisch lisst sich dass mit Ahnlichkeit-
stransformationen erkldren. Man definiert

Ahnlichkeitstransformation: Sei D eine d-dimensionale Darstellung einer Gruppe G und S eine
d ® d-reguldre Matrix. Definiere fiir jedes g € G eine d ® d Matrix D’(g) mit

D'(g) = S™'D(g)8

Dann bildet diese Menge der Matrizen ebenfalls eine d-dimensionale Darstellung von G. Die
Darstellungen D und D’ sind aquivalent.

6.7 Irreduzible und Reduzible Darstellungen

Im Beispiel von SO(3) haben wir eine drei-dimensionale Darstellung gefunden. Es gibt auch die
triviale 1 dimensionale Darstellung D(l)(g). Man kann nun fragen, ob es eine 8-dimensionale
Darstellung gibt? Die Antwort ist ja, und eine mdgliche Darstellung kann die Form

DM (g) 0 0 0
0 DWWy 0 0
D(g) =
0 0 DOy 0
0 0 0 DB (g)

einnehmen. Diese Matrix ist in blockdiagonaler Form: es gibt kleinere Matrizen entlang der Dia-
gonalen. Eine irreduzible Darstellung kann nicht durch Ahnlichkeitstransformationen in Block-
diagonalform gebracht werden. Die obige Darstellung D(g) ist reduzibel und kann als direkte
Summe ihrer Darstellungen beschrieben werden

D(g) = DV (g) & DW(9) & DP)(9) & D) ()
Diese Beobachtung motiviert folgende Definition:

Irreduzible Darstellung: Eine unitidre Darstellung U(g € G) von G auf dem Hilbertraum H
heisst irreduzibel, wenn es keine nicht-trivialen Unterrdume K von H gibt, welche unter U(g)
auf sich selbst abgebildet werden. Triviale Unterrdume sind K = H, K = 0.

Zerlegung reduzibler Darstellung in irreduzible Darstellungen durch Zerlegung von H in Unter-
rdume H = K & K/

Wichtig fiir das Verstdndnis wird dann spéter, dass man fiir jede Lie Gruppe die Generatoren

gleichzeitig durch Ahnlichkeitstransformationen diagonalisieren kann, und die Eigenvektoren der
diagonalisierten Generatoren jeweils die Basis der irreduziblen Unterrdume bilden.

6.8 Irreduzible Darstellungen der Lie-Gruppe von SO(3)

Suche: endlich-dimensionale, irreduzible unitdre Darstellung der so(3).
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Die drei Generatoren M, M und M3 * kommutieren nicht miteinander und kénnen somit nicht
simultan diagonalisiert werden. Die Wahl einer Basis ist uns iiberlassen. Wir wihlen somit eine
Basis, in welcher M3 diagonal ist. Wir definieren

Auf-/Absteigeoperatoren der Algebra:
My = M; +£iMy
Damit lasst sich die Lie-Algebra umformen zu

[Ms, Ms] = +My und [My, M_]=2Ms; (6.15)

Die Eigenwertgleichung fiir den Operator Ms fiir den Eigenvektor ¢, und Eigenwert z lautet
M3 |¢z> =z |¢z> (616)

Wir wissen, dass M3 hermitesch ist und somit der Eigenwert z einer reellen Zahl entspricht.
Betrachten wir nur

M3My |¢,) = (ML Mz + [Mz, My]) [¢.) = (ML M3 £+ My) [3)z)

wo wir die Eigenschaft des Kommutators [Ms, M1] = £ My verwendet haben. Nutzt man nun
die Eigenwertgleichung (6.16) so erhélt man

(Miz4 My)|9.) = (2 £ 1) My |1)
Man erhalt zusammenfassend

M3{My [z)} = (z £ ){ M [¢.)}

welches wieder einer Eigenwertgleichung entspricht. Die Operatoren M, und M_ erhdhen oder
erniedrigen den Eigenzustand mit unbekannten Koeffizienten.

My [Ym) = pin+1 [Ym+1)  und - M- [Ym) = V-1 [m-1) (6.17)

Um die Koeffizienten zu bestimmen, multiplizieren wir (6.17) links mit dem Zustand (¢, 41| und
lassen den Operator M auf den Ket wirken

(Um1| My |Ym) = tms1 (Vma1[¥me1) = tms1 (6.18)

Im letzten Schritt haben wir die Bedingung das die Zustdnde normalisiert sind, also (m+1|¥m+1) =
1 verwendet. Nimmt man das komplex Konjugierte von (6.18) und verwendet die Eigenschaft

(M)t = (My +iMy) = J) —iJy = M_
erhilt man
<7/’m|(M+)T|7/)m+l> = (Ym|M_|Ymi1) = (Om|vm|V¥m) = v (Ymlbm) = /‘fn-&-l
ﬁ,—/

=1

Somit finden wir den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten als v,,,—1 = ), womit wir die
Eigenwertgleichung des Absteigeoperators (6.17) auch schreiben kénnen als

M_[tm) = po [¥m—1) (6.19)
Wirkt man mit M, auf (6.19), erhalten wir die wichtige Erkenntnis
MM [t} = 5, Moy [tom1) = |pim]” [1om) (6.20)
Alternativ lasst man M_ auf die Eigenwertgleichung von M, wirken, bekommen wir
MMy [tom) = pim 1 M [y} = [ 41| [10m) (6.21)

4Es handelt sich hier um Operatoren, aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf die Operatornotation
verzichtet

98



6. Rotationssymmetrie § 8. Irreduzible Darstellungen der Lie-Gruppe von SO(3)

Abbrechen der Representation

Unsere Representation soll endlich sein, es muss also eine Abbruchbedingung geben. Somit exis-
tiert ein Zustand [¢);), so dass

Ms [5) = j [¥5)

Fiir welche wir ein Beschriankung oben und unten haben

My |;) =0 undfirein ke N M_|¢;_4) =0
Oder anders formuliert

My |1j) = pja [Vj1) Mo |jk) = vigopo) |[¥G-k-1)) = Hj+1,Vj-k—1 =0 (6.22)

Aus der obigen Bedingung folgt auch, dass (¢;|M_M_,|+;) gleich Null ist

(i |M_M[p5) = (| My M_ — [My, M_]|¢p;) =0
Wir verwenden (6.20) und die Kommutatoreigenschaft (6.15) und erhalten

([ My M = 2Mslypg) = |p|* = 25 = 0 = |wl* = 25

Weiterhin fiir einen beliebigen Zustand auf der Leiter [t,,) mit der Verwendung von (6.19)
und (6.20)

(Ym|[My, M_]|Ypm) = (oM M_ — M_M, |tpm) = ’Mm’2 - ’Nm—&-l‘z = (Y| M3|tpm) = 2m

Wir haben also eine Rekursionsformel:

ltim* = |pma [* + 2m (6.23)

|* = 2j erhalten wir

lwjm1l® = ui)* +2( — 1) = 2(25 — 1)
j—al® = i1 > +2( —2) =2(35 — 1 - 2)

mit |

Man erhélt mit der Gauss Formel Y7 i = $k(k + 1)

k

iyl = 2 <(k +1)j— Zi) =2 ((k: +1)j — %k(k‘-ﬁ- 1)> = (k+1)(2j — k) (6.24)

i=1

Ersetzt man k = j —m im Ausdruck | Mj—k:|27 so erhélt man den Koeffizient ji,, eines Zustandes
auf der Leiter

lml® = (G +m) (G +1—m)
Fiir die Auf- und Absteigegleichungen hatten wir

M+ |¢m> = Mm+1 |¢m+1> und M_ ’wm> = N;kn |wm—1>

Mit (6.23), erhalten wir fiir |pime1| = \/ || = 2m = /32 +j —m —m2 = /(G —m)(j + m + 1)

und somit die expliziten Ausdriicke

My [hm) = /(G —m)(j +m+ 1) [tns1) (6.25)
M_ i) = /(G +m)(j +1—m) [thm1) (6.26)
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Es lasst sich leicht tiberpriifen, das fiir m = —j, die Anwendung des Absteigeoperators M_ ge-
nau Null ergibt. Genauso im Fall des Aufsteigeoperators hat man, dass bei m = j das Spektrum
des Operators M, terminiert.

In (6.24) sehen wir, dass fiir k = 25 der Koeffizient | Mj—k|2 verschwindet, welches genau unserer
Abbruchbedingung (6.22) entspricht, denn

M_ |thj k) = V(j—p—1) [¥(—k—1)) = 11 |¥(j—k—1)) = 0

Der kleineste Wert der Leiter ist somit —j. Da k die Anzahl Schritte z&hlt, welche man auf
der Leiter herunterklettert, folgert man —j < m < j. Aus k = 2j ldsst sich folgern, dass j
halbzahlige und ganzzahlige Werte annehmen kann

(6.27)

Somit kann zu jedem j eine endliche (25 + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung D(R) der
Lie-Algebra so0(3) gefunden werden. Im folgenden benutzen wir explizit die Leiteroperatoren
um Darstellungen der Lie-Algebra so(3) auf einem Vektorraum Vj der Dimension (25 + 1) zu
berechnen. Eine Basis fiir den Vektorraum V; ist dann wie bereits erwidhnt gegeben durch die
Eigenvektoren |j, m) des Operators Ms. Jede irreduzible Darstellung von SO(3) ist dquivalent
zu einer dieser Darstellungen.

Bemerkung: Nehme man das Beispiel eines halbzahligen j = 1/2. Die Dimension einer Re-
presentation ist gegeben durch (2j 4 1), welches fiir unser Beispiel einer dim=2 entsprechen
wiirde. Es mag einem aufgefallen sein, dass wir jedoch keine 2 dimensionale Representation
fiir SO(3) gefunden haben. Um etwas hervorzugreifen; das Problem wird mithilfe der Gruppe
SU(2) gelost, welche Elektronenspins beschreibt. Man kann zeigen, dass ein Homomorphis-
mus zwischen den Gruppen SU(2) und SO(3), ¢ existiert

¢ : SU(2) — SO(3)

Die Klassifizierung der Darstellungen geschieht durch sogenannte Casimir-Operatoren. Fiir SO(3)
gibt es nur einen solchen Casimir-Operator.

Casimir Invariante/Operator: Der Casimir Operator der SO(3) ist definiert als
1
M? = M7 + M3+ M3 = 5 (M M+ M_M,) + M3 = M M_ + M3(Ms — 1)

Fiir den Casimir-Operator kann man zeigen, dass er mit allen Komponenten M; kommutiert.
Das bedeutet, dass die Grosse M? unter Rotationen unveréndert bleibt. Casimir-Invarianten
oder Operatoren sind also Grossen, welche sich unter der Gruppenoperation nicht verdndern.
Allgemein kann eine Gruppe mehrere Casimir-Invarianten haben. Wir haben

[M? M;] =0 (6.28)

Da wir eine Basis von M3 gewihlt haben und sehen, dass M? mit M3z kommutiert, bedeutet
das, dass es gemeinsame Eigenfunktionen gibt. Wendet man den Operator auf einen Zustand

lj,m) mit me{-j,—j+1,...,5—1,5}
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an, dann erhalt man
20 _ (1 2\ (s _ (1 2 2 2\ 1.
M |],’I’I’L> - §(M+M* + M*MJF) + M3 |])m> - 5 |CWL| + ’Cm+1| +m |]7 m>
welches uns die wichtige Eigenwertgleichung

M? |j,m) = j(j + 1) |j,m) (6.29)

gibt. Man erkennt, dass diese nur von j und nicht von m abhéngt. Da M? mit M3 kommutiert,
haben sie gemeinsame Eigenfunktionen, wir verwenden nun die gemeinsamen Eigenvektoren
|7, m) und erhalten somit die Eigenwertgleichungen:

M?|j,m) = j(j +1) |5, m)
M3 ‘]7m> =m ’]7m>

Die triviale Darstellung von SO(3)

In Gleichung (6.27) haben wir bereits alle moglichen Werte von j aufgelistet. Der kleinstmogliche
Wert den j annehmen kann ist j = 0. Die resultierende Darstellung wirkt auf einen eindimen-
sionalen Vektorraum, da 25 +1=2-0+ 1 = 1. Mit der Kommutatoreigenschaft (6.13), erfiillt
die Zahl 0 alleine diese. Das bedeutet unsere Generatoren sind 0 und in der Exponentialfunk-
tion eingesetzt erhalten wir die triviale Transformation U = €® = 1. Alle Elemente der j = 0
Darstellung sind somit invariant unter Rotationen und werden als Skalare bezeichnet.

6.9 Bestimmung der Drehimpuls Eigenfunktionen im Ortsraum

Wir haben bereits im vorherigen Abschnitt mithilfe der Auf- und Absteigeoperatoren alle mog-
lichen unitéren, irreduziblen Darstellung von so0(3) gefunden. Wir wollen nun konkrete Ortsdar-
stellungen der Operatoren M; finden. Eine natiirliche Ortsdarstellung fiir das Drehimpulspro-
blem in R? ist die Einheitssphire S?. Der Raum der quadratintegrablen Funktionen iiber R?
lisst sich gemiiss Lo(R3?) = La(S?) ® La(RT) zerlegen. Eine Ortsbasis ist durch die Winkel § und
¢ gegeben: |6, ¢). Wir wollen also nun die abstrakten Vektoren |/, m) in der |0, ¢) Basis darstellen.

Dazu betrachten wir nochmals die unitére Darstellung der Rotation (Siehe Gleichung 6.9). Eine
allgemeine Drehung um den Winkel Q(w) kann mithilfe von:

~

U(R(w,e)v)(@) = v (R (w,)z) (6-30)
beschrieben werden. Mithilfe der expliziten Form der Rotation (siehe 6.9):
R(w,¢) = exp(eQ(w)) — R (w, ) = exp(—eQ(w)) (6.31)

erhalten wir fiir (6.30):

R 2

UR(w,e))(x) = (R Hw,e)x) ~ (]l —eQw) - (z-V)+ %(Q(w) (x-V)2.. ) (6.32)
= [exp(—e(Qwz) - V)] () (6.33)

wobei die Taylor Entwicklung von R™!(w,¢) = exp(—eQ(w)) verwendet wurde. Ein Vergleich
mit

A

U(R(w,e)v)(z) = (exp(—ieMw) (z) (6.34)
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gibt uns den Ausdruck M = —ix x V. Mit dem Bahndrehimpuls im Ortsraum L =ha /i X p
erhalten wir dann die Beziehung:

h
L:mszza:XV:hM (6.35)

Wir sehen also, dass der Drehimpuls aufgrund des Noether Theorems der erzeugende Operator
der Rotation ist. Um das Probleme explizit zu l6sen ist es aufgrund der Form der infinitesimale
Drehung um Winkel sw:

U(R(ew)p(x) ~ (1 —e(w x x) - V)h(x) (6.36)

sinnvoll zu Kugelkoordinaten zu wechseln. Mithilfe des Jacobians:

0/0x a/0r
/oy | = m 0/06 (6.37)
0/0z 0/0p

ergeben die einzelnen Operatoren folgende Differentialoperatoren

(0 0 . 0 0

M, = —i (yaz - z(?y) =1 (sm(gp)ag + cot(0) cos(go)aga> (6.38)
(0 0 . 0 . 0

My =—i <Z(9:L‘ - x@z) =1 (Cos(go)ae — cot(0) Sln(go)&p) (6.39)
([ 0 0 .0

Damit gilt fiir die Leiteroperatoren und den Casimiroperator:

My = M, + M, = (ia +icot <oa>>

00 0
, L7 (6.41)
m2—— (2L + cot(e)g + I
N 062 90 sin?(0) 0>
Die Eigenwertgleichungen:
M?|j,m) = j(j +1)|j,m) und  Ms|j,m) =m|j,m) (6.42)

in Kugelkoordinaten lauten dann:

m2
o0 (0 55) ~ iy T+ (B0 = I+ D) (64

0 .
%%‘,m(@, 90) = lm%‘,m(@, 90) (6'44)

wo wir die Projektion auf die Ortsbasis 1;., (0, ¢) = (z|j,m) = |j,m) (¢, 0) verwendet haben”.
Mithilfe des Separationsansatzes:

$im(p,0) = ©(p)O(0) (6.45)

®Der Radius bleibt bei Rotationen invariant und somit betrachten wir hier nur die Winkelanteile der Kugel-
koordinaten.
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erfolgt unmittelbar mithilfe einer einfachen Integration des Terms (6.44):
D(p) = ™ (6.46)

Die Wellenfunktion muss stetig sein und somit die Bedingung ® (¢ + 27) = ®(¢p) erfiillen. Das
bedeutet, dass m ganzzahlig sein muss und somit auch j, wir haben also die Einschrankung:

i=0,1,2,3,...; m=—j,—j+1,...,0,...,5—1,7 (6.47)

Es soll angemerkt sein, dass der Buchstabe j oftmals den Gesamtdrehimpuls j = [ + s
beschreibt. Wir betrachten hier keine internen Freiheitsgrade, wie den Spin, und somit
gelte s=0und j = 1.

Fiige man die Wellenfunktion v;,, = exp(im¢)O(f) in die Differentialgleichung (6.44) ein,
erhalten wir:

m2
Lml(e) aae ( (9);9> sin(0) +i(G+1)]©)=0 (6.48)

Die Losung dieser Differentialgleichung, sollte einem bereits aus der Elektrodynamik bekannt
sein und sind die Kugelfidchenfunktionen

29 +1(7 — !
e it

P} m(cos(6))e™? (6.49)

P; ., ist die assozierte Legendrefunktion, welche die verallgemeinert Legendre Gleichung:

dilz [(1 s df;izq + [l(l +1) - 5 ’f; P(z) =0 (6.50)
mit z = cos(0) losen. Die explizite Losung der Gleichung fiihrt auf folgende Form der assoziierten
Legendrefunktionen:

Pjp(2) = (;].1;!”1 (1—22)"? j:;ﬁ (2 -1y (6.51)
Wir haben somit
(0, ¢lj,m) = Yjm(0,¢) (6.52)

Die Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen sind:

us 2m
Orthogonalitét: / df sin 9/ de Y5, (0, 0) Y (0,) = 651 6mm
0 0

00 J
1
Vollstandigkeit: > Y Y (0,0) Vi (0, ¢') = ——08(0 — 0)3( — &)

, . sin 0
j=0m=—j
d 2j +1
Additionstheorem: g Yim(0,)Yjm (0, ") = J4 Pj(cosv™), ¢v* = Z(e,€')
. T
m=—j

Raumspiegelungen: Y}_m = (—l)ijm(H, ©)
Yim(0.9) = Yjm(m — 0,0 +7) = (1)’ Yjm (6, )

Wir konnen ein beliebiges ¢ € La(€2) entwickeln als

oo j
©)=> > cmYim(0,9)

=0 m=—j
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6. Rotationssymmetrie § 9. Bestimmung der Drehimpuls Eigenfunktionen im Ortsraum

und durch ein Element (cgo, ¢11, 10, - .. )T darstellen. Wir haben die reduzible Darstellung durch
unendlich viele irreduzible Darstellungen beschrieben. Es gibt also zwei dquivalente Darstellun-
gen:

e M; sind Differentialoperatoren auf Ly(§2) und |j,m) ~ Yjm (6, ) € La(2).
e M; sind hermitesche (2j + 1) x (25 + 1) Matrizen und |j, m) Vektoren in C%+1.

Auf Ly () haben wir eine explizite Darstellung von M; und M.

Wir haben nun unitére Darstellungen zur Drehgruppe gefunden. Die Funktion zu j = 0 ist
invariant in 60, ¢, die Kugelfunktionen zu allen anderen j,m sind aber nicht invariant unter
Rotationen, gehen jedoch ineinander iiber unter Rotationen. Zum Beispiel spannt j = 1 einen
Unterraum auf, wobei eine beliebige (j = 1)-Funktion eine Linearkombination von Yig, Y11, Y11
ist. Diese bleibt bei einer Rotation eine Linearkombination dieser Funktionen, welche also einen
Unterraum aufspannen mit wohldefinierten Transformationseigenschaften unter der j = 1 Dar-
stellung. Falls 1) unter D; transformiert, sagen wir, dass |¢)) den Drehimpuls j hat.

Also: Der (2 + 1)-dimensionale Unterraum (wobei S? die Einheitssphire ist)
Vi = Span{Yiy, | m = —1,...,1} C Ly(S?)
aufgespannt durch die Funktionen des Multipletts mit Bahndrehimpuls I, wird durch die Ope-

ratoren L3, L+ und damit durch die Drehimpulsoperatoren auf sich abgebildet. Damit ist jedes
Y, in der orthogonalen Zerlegung

Ly(SY) =Wl ona- =P (6.53)
=0

invariant unter jeder Potenz von - L (wobei a den Drehwinkel und die Drehachse angibt), und
damit unter jeder Drehung U (), die wie folgt wirkt:

(U@)e) @) = (et (@) = (R (@)a)
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KAPITEL 7

Zentralpotential

Wir wollen in diesem Abschnitt rotationssymmetrische Potentiale betrachten. Solche Potentiale
héngen lediglich von der Distanz zum Ursprung ab, d.h V(x) = V(|x|). Beispiele solcher Zen-
tralpotentiale sind das Keplerproblem oder die Streuung von Teilchen an einer harten Kugel.
Der rotationssymmetrische Hamiltonoperator lautet

P
H=" 1
o+ VD (7.1)

da p* = p2 + p2 4+ p? und r = |r| = /2% + y2 + 22 beide invariant unter Rotationen sind.
7.1 Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale

Um die Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale zu definieren, betrachte zunéchst:
-2

L" = (& xp)- (& xp) =& — (& p)* +ihi - p (72)
Beweis:
-2
L = Z €ijkTiPjElmkTIPm
ijlmk
= Z (0i10jm — Oim0j1) Tip;T1Pm
ijlm
= Z (030 jmxi (x1pj — ihdj1) Pm — Oim01%ip; (PmT1 + Phpm)]
ijlm
= &% —ih&-p— Y Simdji [wipm (wipj — ih6j1) + ihSimip;)
ijlm

=&*p? — (&-p)* + iha - p.

O
Die Auswertung von i/Q im Ortsraum ergibt
~2 A9 A ~ A A A
(r|L7|¢p) = (r|&°p® — (& - p)* + ihd - Plp) (7.3)
und wir erhalten fiir die einzelnen Terme:
(r|&*p?|y) = r* (r[p*|y)) (7.4)
(rle - ply = @ 2V () = 2oL () (7.5)
P/ =25 ~ i or ‘
i@ p)210) = —h2r-2 (2 ) (rl) (7.6)
p N or \ Or '
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7. Zentralpotential § 1. Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale

Lost man den resultierenden Ausdruck (7.3) nach (r|p®[)) der rechten Seite von (7.4) auf, folgt
fiir den quadratieren Impulsoperator im Ortsraum

2 2 2 2
ﬁ2:_h2v2:12j12_h<<ra> +r8> :1i2_h2(8+28> (7.7)
r r

72 or

und die zeitunabhéngige Schrodingergleichung mit (7.7) lautet:

2P 20 L
[_Zm (5)2 + rar> T 22 TV

Da L nur auf den Winkelanteil wirkt, lasst sich durch den Separationsansatz

P(r,0,0) = R(r)0(0)®(p) = R(r)Yim(p,0) (7.9)

¢(7"7 0, 90) = El/)(?“,e,(p) (78>

und die Eigenwertgleichung der Kugelflichenfunktionen
L*Yin(p.6) = U+ 1)Yim(,9), (7.10)

die Schrodingergleichung (7.8) wie folgt zu einem Radialproblem vereinfachen:

[h2(82 28) n2(1+ 1)

st o5 S+ V(r)] R(r) = ER(r) (7.11)

Verwendet man die Substitution
R(r) = —=, (7.12)
folgt
9% 20 102
Z 422 = 1
<3r2 T 8r) R(r) r 8r2u(r), (7.13)
so dass wir folgendes Radialproblem erhalten:

2 2 2

Dies entspricht einer eindimensionalen Schréodingergleichung mit effektivem Potential:

P2+ 1)

1
2mr? (7.15)

[ h? a2

sl T v;ff(r)} u(r) = Bu(r) mit V() = V(r) +

Ausgehend von einem dreidimensionalen Fall, haben wir somit das Problem auf ein eindimen-
sionales reduziert und man kann nun die bereits in Kapitel 3 erwdhnten Methoden verwenden,
um diese Differentialgleichung zu 16sen.

Es soll angemerkt sein, dass (7.15) keine Abhéngigkeit von m (der Quantenzahl des Ls /z Ope-
rators) aufweist. Dies ist eine direkt Konsequenz der Rotationsinvarianz des Hamiltonians.

Das effektive Potential weist bereits auf eine sogenannte Drehimpulsbarriere oder Zentrifugal-
barriere hin. Das heisst, nur fiir [ = 0 ist Vog(r) = V(r). Sonst wirkt zusétzlich das abstossende
Potential V;(r) = h2l(l + 1)/2mr?. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude (und somit die Wahr-
scheinlichkeit), ein Teilchen mit einem nicht-verschwindenden Drehimpuls [ > 0 im Ursprung zu
finden, ist sehr gering. Hingegen ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit Drehimpuls I = 0
im Ursprung aufzufinden, sehr gross.
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7. Zentralpotential § 1. Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale

Wir wollen nun zeigen, dass der Drehimpulsoperator mit dem Hamiltonoperator kommutiert.
Einfachheitshalber zeigen wir es nur anhand der z-Komponente (die Erkenntnisse lassen sich
dann auf die anderen Achsen iibertragen). Aufgrund von (6.35) erhélt man im Ortsraum:

L. = 2py — D (7.16)

Um zu zeigen, dass der Hamiltonoperator rotationsinvariant ist (was mit der Aussage, dass der
Hamiltonoperator mit dem Drehimpulsoperator kommutiert, dquivalent ist), bemerke:

(L., pz] = &Py — §Pa Da] = [EDy. Pa] = 2, PalDy = ihy (7.17)
(L2, by] = [EDy — Gbe Byl = —[0Pws Py] = — [0, Pylpe = —ihips (7.18)
[L.,p.] = [#Dy — §Pa,p:] =0 (7.19)
und somit:
(L., 9% = [L.,p2 + P2 + p?] (7.20)
= pulLz,Pa] + (L, Dl Po + BylLz, By] + [Lzy Dyl By (7.21)
= 2ilpypy — 2ihpypy = 0 (7.22)

Der Operator L, kommutiert also mit der kinetischen Energie des Hamiltonoperators (7.1). Um
zu zeigen, dass V (|r|) auch mit L, kommutiert, ldsst sich analog zeigen, dass

[L.,#] =ihg, [L.,j] =—ih&, [L.,3] =0, (7.23)
und somit folgt:
= ih&) + ihgd — ih§d — ihig =0 (7.25)

Dementsprechend kommutiert Ly auch mit der Potentiellen Energie und L, kommutiert mit
dem gesamten Hamiltonoperator:
[H,L.,] =0 (7.26)

Die Wahl der Richtung ist willkiirlich und somit gilt ebenfalls:
[H,L,) =[H,L,] =0 (7.27)

Da H als Skalar invariant unter Drehungen ist, d.h Rotationssymmetrie besitzt, gelte fir die
Observablen:

[H,L] =0 und [H,L* =0, (7.28)

Bemerkung: Man erinnere sich an die Casimir Operatoren (6.8.2) und L = AM. Fiir die
einzelnen Komponenten des Casimir Operators (in diesem Fall der Drehimpuls) gelte:

[Le,Ly] = ihLl,, [Ly,L.] =ikl [L,, L, =ihi, (7.29)
und [IA@,I:Z] = 0 fiir ¢ = z,y,z. Der Operator i’ = [A/?C + I:i + IE kommutiert mit den
Komponenten von L

A2 A ~2 A ~2
(17 1y) = [L% L) = [E%,L.] =0 (7.30)

und wir erhalten:
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7. Zentralpotential § 1. Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale

Quantenzahlen fiir kugelsymmetrische Potentziale: Die drei Operatoren ﬁ,i2 und f)z bilden
einen vollstandigen Satz von vertréglichen Observablen fiir ein rotationssymmetrisches Po-
tential. Die gemeinsamen Eigenfunktionen dieser vertréglichen Observablen bezeichnen wir
mit |Elm). Sie erfiillen die Eigenwertgleichung;:

H|Elm) = E|Elm) (7.31)
L?|Elm) = RA(l + 1) | Elm) (7.32)
Ls|Elm) = hm |Elm) (7.33)

In der Ortsdarstellung verwenden wir die Projektion:

Ymim(®) = (®|Elm) = Rei(r)Yim(», 0) (7.34)

Randbedingung

Wir wollen vorraussetzen, dass das Potential im Unendlichen mindestens wie 1/r verschwindet
und im Nullpunkt entweder regulir ist oder dort schwiicher als —1/7? — oo divergiert, d.h:
lim 7 V(r) =0 und limr?V(r) =0 (7.35)
r—00 r—0
Fiir E > 0 konnen wir nach den Uberlegungen von Kapitel 3 schliessen, dass wir Streuzustéinde
und fiir £ < 0 gebundene Zustdnde haben. Damit ¢(x) = R(r)Y; (0, ¢) fir die Differential-

gleichung (7.8) im Hilbertraum Ly(R3) eine Losung sein kann, muss analog wieder gelten, dass
die Norm endlich ist, d.h:

[ v - /OOO ar G lu(r)? < oo, (7.36)

wo wir d3z in Kugelkoordinaten umgeschrieben haben und zudem ausgenutzt haben, dass die
Kugelflichenfunktionen auf der Einheitsphére auf eins normiert sind. Fiir die Bindungzusténde

folgt somit:
1

: 2
< — .
i fu()f® < - (7.37)
Als Bedingung haben wir also, dass wu(r) fiir grosse r schneller abfallen muss als 1//r. Fir
Potentiale V' (r) # 0(r) muss ebenfalls gelten, dass
}1_)1]% u(r) =0, (7.38)
da sonst der Term R(r) = u(r)/r fiir r — 0 divergiert. Um Losungen fiir allgemeine Potentiale
in 7 — 0 und  — oo zu finden, betrachte man zunéchst Potentiale V' (r), welche weniger singuldr
als 1/r2 fiir » — 0 sind und der Bedingung V(r) — 0 fiir » — oo geniigen. Als Bedingung fiir
unsere effektive Potentialfunktion

I(1+ 1)h?

Vet = V(r) S (7.39)
ergibt sich deshalb:

liIT(l) 72V (r) = konstant (7.40)

T—

Die Klassifikation solcher Differentialgleichungen soll einem bereits aus der MMP unter dem
Namen Fuch’scher Differentialgleichung bekannt sein.
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7. Zentralpotential § 1. Schrodingergleichung fiir Zentralpotentiale

Differentialgleichung die Form

Y +p(2)y +q(z)y=0

anzusehen. Sind die Koeffizientenfunktionen ¢(z) und p(z)

von erster und zweiter Ordnung.

Schrédingergleichung fiir kleine r

Fiir kleine r kann man die Terme V(r) und E vernachlissi-
gen, da fiir Potentiale wie das Coulomb- oder Kastenpoten-
tial bei kleinen r der Zentrifugalterm gegeniiber dem Term
V(r) — E dominant ist (siehe dazu auch die Graphik (7.1)),
und die Schrodingergleichung (7.14) vereinfacht sich zu:

2 d®>  RA(I+1)

“amar T e M0 =0 (T4

Umgeformt lautet diese

2u(r
ddr(2 ) = l(l:; 1)u(7’), (7.44)

und die allgemeine Lésung ist der folgende Ansatz zweiter
Ordnung:
u(r) = Arttt 4 Brl, (7.45)

Aufgrund der Randbedingung lim, o u(r) = 0 muss B = 0
sein, da sonst der Term fiir den Limes divergiert. Wir er-
halten somit den folgenden Ansatz als Losung der radialen
Schrodingergleichung fiir kleine 7:

u(r) = Arttt fir 0 (7.46)

Schrédingergleichung fiir grosse r
Fiir grosse r kann man Vg vernachlassigen und wir erhalten:

h? d?

—%@u(r) = Fu(r)

Dies entspricht der Schrodingergleichung fiir freie Teilchen
bekannten ebenen Wellen (oder Gaussche Wellenpakete).

Umgeformt lautet die Differentialgleichung:

d2u(r)

2 = r2u(r) mit x*=—
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(z—2)p(z) und (z — 20)?

9 2mE

Fuch’sche Differentialgleichung: Fine Differentialgleichung ist vom Fuchs’schen Typ, wenn eine

(7.41)

besitzt. Die Funktionen p(z) und ¢(z) sind hier im Allgemeinen als komplexe Funktionen

meromorph und mithilfe von

q(z) (7.42)

analytisch in der Umgebung von allen Punkten zp, dann spricht man von einer Fuch’schen
Differentialgleichung. In anderen Worten, die Pole der Funktionen ¢(z) und p(z) sind maximal

4 Zentrifugalpotential
~1/r?

anziehendes
Zentralpotential

—1/r

Abbildung 7.1: Das effektive Po-
tential wird durch ein abstos-
sendes (Zentrifugalterm) und ein
anziehendes Potential V' (r) kon-
struiert. Die Zentrifugalbarriere
wird durch den Drehimpuls er-
zeugt.

(7.47)

und die Losungen sind die bereits

>0 (7.48)



7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

Fiir £ < 0 erhalten wir die gebundenen Zusténde:

2m(—FE
u(r) =Ce "™ 4+ De" mit k= rr;i() (7.49)
Analog verlangen wir wieder, dass fiir ¢(x) € L2(R?) die Lésung normierbar ist und somit D = 0

sein muss. Wir erhalten:

u(r)=Ce™ ™™ fiir r— o0 (7.50)

Das Ergebnis veranlasst uns, die Differentiagleichung (7.15) nach der dimensionslosen Variable:
p=Kr (7.51)

umzuformen:

A2 I(l+1) V(p/k)

7.2 Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

Die obige Diskussion allgemeiner Zentralpotentiale soll nun anhand eines konkreten Beispiels
weitergefithrt werden. Dazu betrachten wir die Wechselwirkung zweier (nicht-relativisitscher)
geladener Punktteilchen, vermittelt durch das Coulombpotential:

Vi(r)= 42:5; mit 7= |x| = |21 — 22| (7.53)
Fiir wasserstoffahnliche Ionen gelte fiir das Produkt ¢;q2 = —Ze? und wir erhalten:
Ze? k
Vir)=— =—= 7.54
(r) dmeor T ( )

Das Wasserstoffatom entspricht dann lediglich der Kernladungszahl Z = 1 (Kern = ein positiv
geladenes Proton). Definiert man die folgende dimensionslose Konstante:

2 2

e‘Z K 2me. Ze
_ _ [ 2me Ze” 7.55
PO~ dreo || |E[ 4reoh (7.55)

so, dass V(p/k)/|E| = —po/p gelte, dann lasst sich die Differentialgleichung (7.52) zu

2
¢ _ U - DN p—; = 1] u(p) = 0 (7.56)

dp? p

umschreiben.

Frobenius Methode zur Losung der radialen Schrédingergleichung

Frobenius Methode: Die Frobenius Methode ist eine Losungsmethode fiir Differentialgleichun-
gen der Art (7.41) mit (z — 20)p(z) und (2 — 20)2q(2) analytisch in der Umgebung 2. Die
Idee ist es, die Losungen anhand einer Potenzreihe darzustellen:

y(2) = (2 — 20)* Z yr(z — 20)" (7.57)
k=0

Das Einfiigen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung bestimmt den Exponenten « und
man erhélt eine Rekursionsrelation fiir die Koeffizienten y;. Der Satz von Fuchs garantiert,
dass die Potentzreihe y(z) in einer Umgebung von zy konvergiert®.

“Fiir eine ausfithrlichere Behandlung dieser Methode siehe das Buch Mathematical Methods for Physiscist’
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7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

- Riley and Benson unter ’Series Solution of Ordinary Differential Equations’.

Bemerkung: Fiir kleine Radien kann man mithilfe der Frobenius Methode die Potenzreihe
u(r)=r*l+ar+...) (7.58)

ansetzen (die regulédre Singularitéit ist in diesem Fall einfach » = 0). Dieser Ansatz liefert in
der Differentialgleichung (7.15) die Gleichung:

[ — 1) = 1(1 = )] r* 2 + O(r*2) = 0. (7.59)

Die Losungen sind:
a=I04+1 und a=-I, (7.60)

und fiir kleine r kann man dementsprechend den Ansatz

u(r) =y " agr® (7.61)
k=0

verwenden.

Fiir unsere Losung u(p) mit p o< r, wollen wir nun das asymptotische Verhalten fiir grosse (7.50)
und kleine (7.46) p untersuchen. Eine normierbare Losung der Fuchs’schen Differenzialgleichung
hat fiir p — oo die Form:

u(p) x ae”? fir p— oo, (7.62)

und in Kernndhe die konvergente Reihenentwicklung:

u(p) = ptt Zakpk fir p—0 (7.63)
k=0

Als Ansatz fiir die radiale Wellenfunktion wahle man ein Produkt der zwei asymptotisch erhal-
tenen Grenzwerte und einer analytischen Funktion w(p) und erhélt:

u(p) = pt'e " w(p), (7.64)

wobei sich w(p) fiir RT wie folgt in eine Potenzreihe entwickeln lisst:
o0
w(p) =Y arp® (7.65)
k=0

Der Satz von Fuchs gewéhrleistet nun, dass der Ansatz (7.64) eine Losung der Differentialglei-
chung (7.15) ist. Fiigt man den Ausdruck (7.64) in die Schrodingergleichung (7.56) ein, erhélt
man folgende Differentialgleichung fiir die Polynomfunktion w(p):

d2w

dw
pd—p2+2(l+1 —p)d—p+ [po —2(l + D]w =0 (7.66)
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Verwendet man die Potenzreihenentwicklung (7.65), gilt:

wip) = akp" (7.67)

k=0

dp k=0

d? -
“?>:§:akuk—1mbﬂ, (7.69)

dp k=0

und aus (7.66) folgt die Gleichung;:

> a [k:(k —D)p" 2004 Dkp" ™t = 280" + (po — 201+ 1)pF| =0 (7.70)

k=0
Um alle Terme in Abhingigkeit des Potenztermes p* zu schreiben, verschiebe man die Summie-
rung der ersten zwei Summanden wie folgt: £ — k + 1, und es folgt daraus:

[e.o]

D [k + Dk + 200+ 1)(k + D]agsap® + [-2k + (00 — 21+ 1)) axp® = 0 (7.71)
k=0

Verlangt man nun, dass die Koeffizienten jeder Potenz von p separat verschwinden, dann erhélt
man die Bedingung:

o0

> [k + Dk + 200+ 1)(k + Dlags + [~2k + (00 — 2(1 + 1))] ar = 0 (7.72)
k=0

und daraus folgt diese Rekursionsrelation:

— 2k +1+1)—po "
PTGk D(k+20+1) "

mit der man aus ay den néchsthéheren Koeffizienten ayx11 berechnen kann.

(7.73)

Quantisierung der Energie

Ausschlaggebend fiir die Konvergenz einer Losung ist das Verhalten aufeinanderfolgender Koef-
fizienten. Es folgt somit aus (7.73) folgendes Ergebnis:

2
“Z:l = fiir koo (7.74)

Ein Vergleich zur Exponentialreihe
— 1
=3 )", (7.75)
k=0

deren aufeinander folgende Koeffizienten ay = 2 /k! und aj1 = 2871 /(k+1)! sich ebenfalls wie

ap1 2P 2 2
ar  2F(k+1)  E+17 k

(7.76)

verhalten, lasst uns darauf schliessen, dass die Reihe w(p) in eine Exponentialfunktion exp(2p)
iibergeht:

o0
w(p) = Zakpk — age?” (7.77)
k=0
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Unsere radiale Wellenfunktion (7.64) wiirde somit
u(r) ~ pttle? (7.78)

enstprechen. Damit die Losung jedoch fiir p — oo normierbar ist (die Wellenfunktion nimmt
im Ansatz (7.78) fir p — oo exponentiell zu und ist somit nicht mit (7.62) vereinbar), muss
die Reihe fiir ein endliches & = N abbrechen. Dies gewéhrleistet das korrekte asymptotische
Verhalten (7.62) der radialen Wellenfunktion fiir den Limes p — oco. Damit fiir eine Zahl N der
Koefhizient any = 0 ist und somit aufgrund der Rekursion alle héheren Terme ayi1 = anyo =
-++ = 0 sind, muss der Zahler des Ausdruckes (7.73) fir N = k verschwinden. Dies fithrt zur
Bedingung:

po=2(N+1+1) mit N=0,1,2... und [=0,1,2,... (7.79)
Formt man den Ausdruck (7.55) nach |E| um, erhéilt man die Energie-Eigenwerte:
2 ZQ 4 Z2 4
g __2mse ma-e (7.80)

(4mheo)2p? ~ 2(4meoh)2(N + 1+ 1)2

Es erweist sich als hilfreich, die Hauptquantenzahl n wie folgt zu definieren:

] n=N+Il+1 und n=0,1,..., \ (7.81)

wo die Drehimpulsquantenzahl nun folgendermassen quantisiert ist:
[=0,1,....n—1 (7.82)

Definiert man weiterhin die Feinstrukturkonstante «, welche dimensionslos und unabhéngig vom
Einheitensystem ist, als:
2 1
e
o= A~ —
dwhege 132

(7.83)

und die Rydberg Konstante Ry als:

2
me® o

dann kommt man fiir (7.80) zusammenfassend zu folgender Schlussfolgerung:

Energien von wasserstoffahnlichen lonen: Fiir gebundene Zustinde lauten die quantisierten
Energieeigenwerte fiir wasserstoffahnliche Ionen:

Z2
E, = —ﬁRH mit Rg~13.6eV und n &N (7.85)

mit der Hauptquantenzahl n = N +1+1. Mit Z = 1 erhéalt man die Energie des Wasserstoffs.

Man bemerke, dass die Energieeigenwerte (7.85) lediglich von der Hauptquantenzahl n und nicht
von [ und m abhéngen. Mithilfe der erlaubten Werte fiir die Quantenzahlen m und I:

0<l<n—1 mit n Werte fiir [ (7.86)
—1<m <[] mit 20+ 1 Werte fiir n (7.87)
kann auf die n?-fache Entartung der Energieeigenwerte E,, geschlossen werden:
i, (n—1)n
Entartung = ;(2[ +1)= QT +n =n? (7.88)

Dass die Energiewerte (7.85) unabhéngig von m sind, ist aufgrund der Rotationsinvarianz des
Potentials nicht verwunderlich (dies wurde im vorherigen Abschnitt bereits besprochen). Un-
erwartet ist hingegen die fehlende Abhéngigkeit der Energiecigenwerte vom Drehimpuls, da es
beim Coulombpotential keine direkte Symmetrie gibt, welche fiir solch ein Verhalten erklaren
wiirde. Da diese Entartung nicht offensichtlich ist, wird sie historisch also als eine versehentliche
Entartung bezeichnet. Dies Entartung tritt nur fiir 1/ Potentiale auf.
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7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

n | I m Spektroskopische Notation | Entartung
110 0 1s 1
210 0 2s 1
2|1 +1,0 2p 3
310 0 3s 1
3|1 +1,0 3p 3
3| 2| £2,£1,0 3d 5

Tabelle 7.1: Zustdnde in spektroskopischer Notation und Entartung fiir die ersten drei Haupt-
quantenzahlen n von wasserstoffihnlichen Ionen.

Bemerkung: Bis jetzt haben wir das Elektron als spinlos betrachtet. Betrachtet man die zwei
erlaubten Spineinstellungen eines Elektrons ms = £1/2, welche im Coulombfeld ebenfalls
entartet sind, dann muss man die Entartung folgendermassen modifizieren:

n—1
Entartung mit Spin = Z 2(21 + 1) = 2n? (7.89)
=1

Dieses Ergebnis ist etwas vorgegriffen, da der Spin hiervor noch nicht explizit behandelt
wurde. Die genaueren Details werden im Kapitel 9 behandelt.

Jede Hauptquantenzahl n legt eine Elektronenschale fest und jeder der n-Hauptschalen besitzt
n-Unterschalen; eine fiir jeden moglichen Wert von [. In spektroskopischer Notation assoziiert
man die [-Werte wie folgt mit den Schalen:

[ =0 mitder s— Schale

[=1 mit der p— Schale
[ =2 mit der d— Schale

Jede Unterschale enthélt nun 2/ + 1 verschiedene Zustédnde, welche den 2] + 1 moglichen Werten
von m entsprechen.

Radialfunktionen

Anstatt die Radialfunktionen direkt aus der Rekursionsrelation (7.73) zu bestimmen, wollen
wir anhand einer in der Mathematik bekannten Klasse von Differentialgleichungen die Radi-
alfunktionen direkt als Losung erhalten. Es ldsst sich zeigen, dass die Polynomfunktion w(p),
bis auf eine Konstante mit den sogenannten Laguerre Polynomen iibereinstimmt. Die Laguerre
Differentialgleichung;:

dz

wird durch folgende Laguerre Polynome gelost:

2
[zci;—i—(s—l—l—z)d—i—(r—s) Li(z) =0 (7.90)

LS(Z) — S(_l)k+s (T!)Q Zk — d® e? d’ e %" (7 91)
" prt ElE+ s)!(r —k —s)! dzs da" ’ '
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7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

fiir welche die Normierungsbedingung

/0 Y dee e L2 = & _(:jsl))!(”)?’ (7.92)

gilt. Verwendet man die Substitution p = z/2 und py = 2n, so lautet die Gleichung (7.66):

2
2zj7“2’+4<z+1—§)j—j+2[n—(z+1)]w=o (7.93)
Multipliziert man diese nun mit einem Faktor 1/2, erhalten wir nach einer geschickten Umfor-
mung:

d?w

‘a2

Fiir die Konstanten s = 21+ 1, r = n 4+ [ und z = 2p stimmt (7.94) genau mit der Laguerre-

schen Differentialgleichung (7.90) iiberein. Die Polynomfunktion w(p) ist somit bis auf eine zu
bestimmende Normierungskonstante A,; durch die Laguerre Polynome definiert:

+((2l+1)+1—z)i—i+[(n+l)—(2l+1)]w:o (7.94)

w(p) = A L2 (2p) (7.95)
Der Ansatz (7.64) lautet dann:
Ry (r) = ugnr) = Anl(QI{T‘)le_RTLilirll(Qh‘/P) (7.96)

Bemerkung: Man kann alternativ direkt zeigen, dass (7.66) der Kummers Gleichung

d?F dF
x@qL(cfx)a —aF =0 (7.97)
mit
x=2p, c¢c=2(1+1), 2a=2(1+1)—po (7.98)

entspricht. Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine sogenannte konfluente hypergeo-
metrische Funktion, welche sich wie folgt als Reihe schreiben l&dsst:

Flaojeiz] =14+ =4+ ——-—+... (7.99)

Die Polynomfunktion w(p) hat mit pg = 2n (folgt aufgrund von (7.79) und n = N +1+ 1)
die Form:

wp)=F |[I+1— %; 21+1); 2p (7.100)

Definiert man die Feinstrukturkonstante (7.83) anhand des Bohr Radius:

Amegh? h h
ap = 0 = a= : (7.101)
mee mec mecag
dann lasst sich die Rydberg Konstante (7.84) in die folgende Form bringen:
mc? h?
Ry = = 7.102
H 2 @ 2meaQB ( )
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7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

Es folgt dann fiir die Konstante x = \/2m(—F)/h? aus (7.49) mit £ = —Z2Ry /n*:

2me (22 h? Z
_ z _ 7.103
" \/ h? <n2 2mea2B> nap ( )
und 7
p=rr=—_ (7.104)
nap

Zusammenfassend, erhalten wir mit pg = 2n und (7.104) fiir die konfluente hypergeometri-
sche Funktion (7.100):

w(p) =F[-n+1+4+1; 21+ 2; 2Zr/nag], (7.105)

die fiir ganzzahlige Parameter bis zu einem Faktor identisch mit den zugeordneten Laguerre
Polynomen
Fl—s+m; r+1; 2] < L}(2) (7.106)

sind. Mithilfe von s = 2l + 1 und » = n + [ erhalten wir die verallgemeinerten Laguerre
Polynome.

Die Normierungskonstante A,,; ldsst sich nun mithilfe von

/ dr 2Ry (r)® = 1 (7.107)
0
bestimmen. Nutzt man:
2
|Ru(r)|> = A2, (2kr)% 7257 [Lilill(Qﬁr)] (7.108)

und die Substitution z = 2k7 (Es folgt dz/dr = 2k und 72 = 22/(2k)?), folgt fiir (7.107):

A%l > 2042 —z | 72041 2
1= o /0 de 207 e [124(2)] (7.109)
Die Normierungskonstante
/2
(n—1—1)(2x)37" , Z
= = — .11
Al [ onlln + DI mit & g (7.110)

folgt dann unmittelbar mithilfe von (7.92).

Radiale Wellenfunktion: Die normierten radialen Eigenfunktionen der wasserstoffdhnlichen
Ionen lauten:

z
Ru(r) = Ay 2 exp(—i) L?Llill(z) (7.111)
mit den Grossen:
3/2 Y
Ay = Z 2 (n—101-1)! qnd s — 277 (7112)
ap n?(n+1)! (n+1)! nag

Die Radialfunktionen fiir die ersten zwei Hauptquantenzahlen lauten:

e n =1, | =0 (K-Schale, s-Orbital):

Rmm:Q(Z)S/pr(_ZT) (7113)

ap ap
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7. Zentralpotential § 2. Das Wasserstoffatom: Coulomb Potential

e n =2, | =0 (L-Schale, s-Orbital):

Z \*? Zr Zr

e n =2, | =1 (L-Schale, p-Orbital):

1 (2 \*?2zr Zr
w0 = 5 (505) g () )

Fiir das verallgemeinerte Wasserstoffatom lautet die vollstdndige Wellenfunktion:

wnlm(ry 97 (/7) = Rnl(r)mm(a 90) (7116)
und, da der Winkel- und Radialteil separat normiert sind, gilt die Orthonormalitdtsbedingung:
/dgx ¢Zlmwn’l’m/ = 5nn’6ll’5mm’ (7117)

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raumelement dr df2 ist dann:

i (1, 6, 0)|*r*drd Q2 (7.118)

Die Integration iiber die Raumwinkel im obigen Ausdruck liefert uns die radiale Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit | Ry, (r)[*r2dr in dr fiir den fixen Radius 7.
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KAPITEL 8

Teilchen im elektromagnetischen Feld

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Bewegung quantenmechanischer Teilchen in (klassi-
schen) elektromagnetischen Feldern beschéftigen. Die aus der Elektrodynamik bekannte Lorentz-
Kraft beschreibt klassisch die Kraft, die auf eine bewegte Ladung ¢ in Richtung x(¢) wirkt. Die
Newtonsche Bewegungsgleichung lautet:

F(t) = qE(x(t),t) + q& x B(x(t),t) (8.1)

Die Felder in unserer Bewegunsgleichung werden durch ein skalares Potential ¢(x,t) und ei-
nem Vektorpotential A(x,t) ausgedriickt. Aus der Vektoranalysis und der Elektrodynamik ist
bekannt das:

V-B =0 impliziert B=V X A (8.2)

Somit kann das magnetische Feld B durch die Rotation des Vektorpotentials A ausgedriickt
werden, da wir aus der Vektoranalysis wissen, dass die Divergenz einer Rotation verschwindet.

V- (VXA =0

Weiterhin lésst sich das Faradaysche Gesetz in den Vektorpotentialen schreiben als:

0B
VXE—-—=0 8.3
T (8.3)
verwendet man unsere Bedingung fiir das Magnetfeld B haben wir:
0A
VX|E+—)=0 8.4
(5+ %) (3.4)
Da die Rotation eines Gradienten verschwindet erhalt man
0A
EFE4+—=-V 8.5
+ 5 v (8.5)

Elektrodynamische Problemstellungen kénnen somit dquivalent mit Hilfe der elektromagneti-
schen Felder oder anhand des Vektorpotentials A und Skalarpotentials ¢ dargestellt werden. Es
soll angemerkt sein, dass beides komplett dquivalente Formulierungen sind. Wir verwenden die
Formulierung mithilfe der Potentiale.

Bemerkung: Wenn es sich um ein konstantes elektrisches Feld E handelt, kann man die
Wechselwirkung zwischen dem Teilchen und dem Feld alleine mit einem skalaren Potential
beschreiben

U(x) = qp(z), E(z) =-Ve(z) (8.6)
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld

Dies setzt jedoch die Zeitunabhéngigkeit des Potentiales oder E-Feldes voraus. Sobald diese
zeitabhéngig sind, muss man noch das Vektorpotenial A(r) einfiihren.

Herleitung der klassischen Hamiltonfunktion der Elektrodynamik

Mit diesen Potentialen kann man nun eine Hamiltonfunktion in den Potentialen fiir ein geladenes
Punktteilchen im elektromagnetischen Feld finden. Diese sollte bereits aus der Elektrodynamik
bekannt sein und lautet:

H= o (p—qA(t,2)) + golt, @) 8.7)

Mittels der Hamiltongleichungen lasst sich zeigen, dass diese Hamiltonfunktion die korrekte
Lorentz-Kraft ergibt. In Komponentenschreibweise lassen sich unserer Gleichungen schreiben als

0H OH
= — ’ P = 8.8
b 9%, = G (8.8)
Fiir @; ergibt sich:
= (i~ A, 1) (89)
Ti= —\Pi — AC) .
m pi —4q
Nach p; ergibt dies
pi = md; + qAi(x,t) (8.10)
Diesen Ausdruck leiten wir nach der Zeit ab und beachten dass A selbst zeitabhingig ist
dA;(x,t
pi = mi; + qc(ltm) (8.11)

Unter Verwendung der Kettenregel und unter Beachtung, dass die Potentiale von & abhéngen
berechnen wir aus der Hamiltongleichung:

) OH 1 0A;(x,t) Op(z,t) . 0A; dp
P = — =——(p; — qA;(x, —q—/——* = — — 12
b ox; m(p] 94;(@,t)) ( 0x; > e ox; qzj::rj ox; qaxi (8.12)
PIEH
Setzten wir unsere zwei p; gleich, erhalten wir
T; 8.13
mx; + q Z ] 8371 ( )
Wias sich in die eine Bewegungsgleichung umformen lésst
mx; = qzj:% 04 qaxl QT (8.14)

Die totale Zeitableitung des Vektorpotentials ist aufgrund der Zeitabhéngigkeit des Ortes:

dA(z(t),t) 9Ade  0Adt oA

& Comd Tara- VAt

Setzen wir die totale Zeitableitung in die Gleichung (8.14) erhélt man

DA, ) 0A4;
mxz—qz 37—61 —q(cc-V)A~

—q
Z; ’ ot
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 1. Hamilton Operator

Vergleicht man diesen Term mit (8.5) erkennt man das Elektrische Feld in der Gleichung (Vi =
>, 0p/0z;e;) und wir erhalten

L . 0A; . o . |04 0A;
F,=mi;, =qF; +q Zj:x]&ci q(z - V)A; —qEZ—l—qu:xJ [8:5]- c%zi]
Uns bleibt nur noch zu zeigen, dass
0A; 04,
. B o ) J )
(.’13 X )z Lj (8.’& al,j>
gilt. Wir haben:
. . 0A, 0A,
(& X B); = (& X (VX A)); =z, <axm5mnk> Eiki = T (Emnk€jki)

DA, 04 oA
—xj% (OmjOni — Omidn;) = ; (8x: a axj)

Wir bekommen also:
F; =mi; = qF; + q(& X B);

welches genau der Lorentz Kraft entspricht

Bemerkung: Beide Potentiale héangen explizit von dem Ort x ab und sind somit eigentlich
als Operatoren zu betrachten.

Eichinvarianz

Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass die Potenziale A und ¢ nicht eindeutig bestimmt
sind. Unter einer Eichtransformation versteht man eine Transformation der Potentiale, in wel-
cher alle beobachtbaren Grossen nicht verdndert werden. Das sind in der Elektrodynamik das
elektrische- und magnetische Feld E und B. Man kann sich iiberzeugen, dass diese durch die
Transformation (8.15) unveréndert bleiben.

A— A =A+VA und 4)0_“0’:90_%/\ (8.15)

A(x,t) stellt eine beliebige skalare Funktion dar, die man geeignet wihlen kann. Die Maxwell-
Gleichungen sind invariant unter dieser Transformation. Im néchsten Abschnitt wollen wir ge-
nauer untersuchen ob das gleiche auch fiir die Schrédingergleichung gilt.

In der Literatur finden sich manchmal verschiedene Vorzeichen. Beide Formen sind équi-
valent, man muss nur sicherstellen, dass die Anderungen von ¢’ und A’ in der Eichtrans-
formation entgegengesetzte Vorzeichen haben.

8.1 Hamilton Operator

In der klassischen Mechanik verwendet man im Hamiltonformalismus die kanonischen Koor-
dinaten ¢ und kanonischen Impulse p, welche die fundamentale Poisson Klammer {q,¢} = 0,
{p,p} = 0 und {q,p} = 1 erfiillen. Erfiillen sie diese Beziehung spricht man von kanonisch konju-
gierten Variablen. Aus diesen ldsst sich dann eindeutig der Hamiltonian des Systemes bestimmen.
Man erinnere sich an Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

_oH _ 9H



8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 1. Hamilton Operator

Der klassische mechanische Impuls p eines Teilchen in einem Magnetfeld ist jedoch keine ka-
nonisch konjugierte Variable zum Ort, da die fundamentale Poissonklammer damit nicht erfiillt
ist. Der kanonische Impuls

wie bereits in der Hamiltonfunktion (8.7) verwendet, erfiillt diese im magnetischen Feld. Um
jetzt den Zusammenhang zur Quantenmechanik zu finden, erinnere man sich an das Korre-
spondenzprinzip in welchem die Poissonklammer und die fundamentale Relation {g,p} = 1 in
der Quantenmechanik durch den Kommutator ersetzt wird, welche die Vertauschungsrelation
[q,p] = ih erfiillt (Der Zusammenhang folgt aus der Heisenbergschen Bewegungsgleichung). Um
die Kommutatorrelation zu gewéahrleisten, driicken wir unseren Impulsoperator p im Ortsraum
mit AV /i aus und erhalten
2A2

et ("y g tgoe A Mg Ay a vy TAT (8.16)
“om\i° ¢ W= "0 i om 17 '

Der Hamiltonoperator &ndert sich nun bei einer Eichtransformation, also erwarten wir, dass wir
aus der Schrodingergleichung eine andere Wellenfunktion erhalten. Die Frage stellt sich, wie die
Schrédingergleichung unter solch einer Eichtransformation aussieht. Ohne Eichtransformation
lautet die Schrodingergleichung mit den Potentialen im Ortsraum

N(x, t)

ih )

ot 2m \ @

2
L <ﬁV - qA(ﬂM)) + ap(, t)] Y(x,t) (8.17)

Wir sind interessiert, wie sich der Hamiltonoperator und somit die resultierende Wellenfunktion
andert. Wir betrachten zunéchst eine Transformation der Art

Ao, 1) = ih s ofe ) — (@, 0) = o 1)
(A 0) = (A )
Ohne elektromagnetisches Feld wissen wir, dass die Schrodingergleichung

Cov(x,t) R

unter einer globalen Phasenverschiebung invariant ist. Wenn also ¥ (x, t) eine Losung der obigen
Schrédingergleichung ist, dann ist auch

wl(m7 t) = ei)\d](ma t)

eine Losung. Wir werden sehen, dass wir aus der Schrodingergleichung mit den Potentialen eine
ghnliche transformierte Form der Wellenfunktion erhalten werden.

Mit einer Eichtransformation der Potentiale lautet die Schrédingergleichung

2
1 h
ot 2m \ ¢ —~— ot
1.Term ~~

2.Term

Vergleicht man (8.18) und (8.17) bemerkt man die Extra Terme —gVA und —g%». Verwendet
man jedoch eine transformierte Wellenfunktion ¢’ = exp(icA(z, t))1, dann erkennt man fiir die
linke Seite unter Beriicksichtigung der Produkt- und Kettenregel der Schrodingergleichung

OA(z, 1)

Zhﬁ <6iaA(w,t)w(m’ t)) — iﬁeia/\(m’t) a¢(m7 t) _ aheiaA(m,t) T

ot ot
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 1. Hamilton Operator

Mit der Wahl @ = ¢/h erkennt man, dass sich der zweite Summand auf der rechten Seite der
obigen Gleichung mit dem 2. Term aus (8.18) kiirzt. Weiterhin gilt fiir den ersten Summanden
in der Klammer mit der Wellenfunktion ¢'(z, t):

?Vlb/(m,t) _ ?V <emA(m’t)¢(CC,t)> — ?emA(‘”’t)Aw(w,t) + OéhVA(:IJ,t)w(w,t)eiaA(w’t)

Der zweite Summand aus der obigen Gleichugn ist dem 1. Term aus (8.18) dquivalent und ldsst
sich somit ebenfalls kiirzen. Mit unserem Ansatz der Wellenfunktion haben wir also erreicht, die
Schrédingergleichung invariant unter einer Eichtransformation zu lassen.

Eichtransformation der Wellenfunktion in der Quantenmechanik: Will man also eine Eichtrans-
formation der elektromagnetischen Potenzialen durchfiithren, muss in der Quantenmechanik
die Wellenfunktion mit einer raumlich und zeitlich veranderlichen Phase verandert werden.
Es gilt

A A+VA=A und ¢—p— gtA =¢/, mit ¥ (x,t)= exp(lsl\(a:,t))zp(cc,t)
(8.19)

Die Eichtransformation erfordert also eine lokale Redefinition der (nicht-messbaren) Phase
der Wellenfunktion.

Coulomb Eichung

Die Wahl der skalaren Funktion A ist, wie bereits erwdhnt, uns iiberlassen. Eine bekannte Ei-
chung ist die sogenannte Coulomb Eichung in der das Vektorpotential A(x,t) folgendermassen
definiert wird:

V-A(z,t)=0
Damit vereinfacht sich der Hamilton Operator (8.16) zu

1 A 2 h2 if 2A2
H:Qm(.v—qA> tap=—5-A+ T (AV)+ T gy (8.20)

) 2m 2m

Geladenes Teilchen im homogenen Magnetfeld

In diesem Abschnitt betrachten wir zunéchst ein zeitlich und rdumlich konstantes Magnetfeld
B = By. In diesem Spezialfall kann der Hamiltonoperator direkt in Abhéngigkeit der magneti-
schen Flussdichte geschrieben werden. Wir wéhlen die Eichung

1
A:_§$XB und ¢ =0
Man kann iiberpriifen, dass wir mit dieser Eichung auch wieder das Magnetfeld B erhalten.

VXA:—%VX(:L’XB):—% x(V-B)—-B(V-x)+(B-V)x—(r-V)B

=0 =3 B =0

1
=—5[-3+1B=B

Fiir den zweiten Term der Schrédingergleichung (8.20) erhalten wir mit der Eichung

Ny =2 By v M (piv).B= -1 (L.B)

m m m 2m
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 1. Hamilton Operator

Im letzten Schritt haben wir die klassische Drehimpulsdefinition L = X p und den Impuls in
Ortsdarstellung p = ihV verwendet haben. Weiterhin lisst sich zeigen® , dass
q2A2 B q2 2 2B2

(@ x B = L (a?B” — (z- B)’) = L0 (2 + )

2m  8m
Wo wir im letzten Schritt verwendet haben, dass unser Magnetfeld in z-Richtung zeigt, also
B = Byé,. Wir erhalten somit im konstanten Magnetfeld

h2 2B2
H=—2A_-%Lp ., +920
2m 2m

(z* + %) + qp (8.21)

Man bemerkt, dass in dem Hamiltonoperator zwei Terme mit Abhéngigkeit der Magnetfeldstérke
By auftreten. Um diese beiden Terme zu klassifizieren fiihren wir die magnetische Suszeptibilitat
ein, welche ein Mass fiir Magnetisierbarkeit unserer Atome in einem dusseren Magnetfeld ist.

n=xB

Wir wissen, dass die in den Atomen auftretenden Dipolmomente mit dem externen Magnetfeld
wechselwirken. Dessen potentielle Energie lautet

Epot = —p - B = Epoy = —xB? (8.22)

Je nach Vorzeichen der magnetischen Suszeptibilitdt wird die Energie also bei starker werden-
den Magnetfeldern verdndert. Ist xy < 0, bezeichnet man das Medium als diamagnetisch und die
potentielle Energie steigt fir grosser werdende Magnetfelder. Sei xy > 0 dann klassifiziert man
das System als paramagnetisch und die potentielle Energie nimmt ab fiir steigende Magnetfeld-
starken.

Wir sehen also, dass je nachdem ob der quadratische Term oder der lineare Term dominiert,
man entweder ein diamagnetisches- oder ein paramagnetisches System hat. Auf dies gehen wir
im normalen Zeeman-Effekt nochmals genauer ein.

Im Falle von Atomen erkennt man mithilfe einer Grossenordnungseinschétzung der beiden Ter-
me, dass der quadratische Term gegeniiber des linearen Terms fiir {ibliche Magnetfelder viel
kleiner ist. Es wurde <:c2 + y2> ~ a? mit a dem Bohrschen Radius und (L,) ~ h verwendet.

QQ 2/ 2 2
—Bj(2" +y7)

—L.B‘ ~ 103
8m

‘q
2m

Damit kann fiir Atome in welchen auch (L,) # 0 der quadratische Term in (8.20) immer ver-
nachléssigt werden und der Hamiltonoperator nimmt die Form:

h? : q
H = —%A + Hmag mit Hmag = —%B . L (823)

Es soll angemerkt sein, dass es durchaus Félle gibt, in welchen der quadratische Term dominiert
und nicht vernachléssigt werden kann. Dies wére der Fall wenn man sehr starke Magnetfelder
hat oder der Beitrag (L) verschwindet. Dies wird nochmals im normalen Zeeman Effekt genauer
betrachtet.

!Wir haben die Vektoridentitit (a x b) - (¢ xd) = (a-c)(b-d) — (a-d)(b-c)
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Bemerkung: Fiir beide Terme gilt jedoch, dass sie fiir {ibliche Magnetfeldstérken einen gerin-
gen Einfluss auf die Gesamtenergie des Atoms haben und kénnen somit mit der Stérungs-
theorie behandelt werden.

8.2 Normaler Zeeman Effekt

Wir betrachten nun ein Elektron in einem Wasserstoffatom mit einem externen konstantem
Magnetfeld B = (0,0, B) = B - &,. Wir erhalten mit dem bekannten Hamiltonoperators Hy des
Wasserstoffatomes (mit ¢ = —e < 0)

e p? Ze? e

BL, = — L-B
me ~ 2me Amegr + 2me

H=Hy—+ 5
Der Drehimpuls L kommutiert mit Hy und somit kommutierte der zusammengesetze Hamilto-
nian H mit Hy:
[L,Hy)=0= [H,Hy] =0

daraus folgt, dass H und Hy gleichzeitig diagonalisiert werden kénnen und somit die Eigenvek-
toren von Hy auch Eigenvektoren von H sind. Als Erinnerung;:

Hy |7;Z)nlm> =k, |wnlm> und L, |7;Z)nlm> = hm W}nlm)

Damit erhalten wir fiir die Eigenwertgleichung des Hamiltonian H:
ehm

2me B) |¢nlm>

Mithilfe der Rydberg-Konstante Ry und der Larmor Frequenz
eB
w =
L 2Mme

H ‘wnlm> = (En +

Erhalten wir
Z
H W)nlm> = <_RHTL2 + hWLm> |¢nlm>

oder in kompakter Form mit dem Bohr-Magneton up = eh/2m,

A
Eom = —RHE + hwrm (8.24)

Man beobachtet, das man hier fiir verschiedene m-Werte andere Energien bekommt. Man hat hier
also eine Aufhebung der 2[ + 1-fachen m-Entartung. Der Abstand zwischen zwei Energieniveaus
ist dquidistant und gegeben durch AE = hwr,.

Bis jetzt haben wir angenommen, das (L) # 0 ist und somit im Hamiltonian (8.20) der A%.-Term
vernachlédssigt werden kann. Es kann wie bereits erwéhnt jedoch sein, dass (L) = 0 ist. In diesem
Fall ist der quadratische Term dominant gegeniiber dem linearen Term und ist somit nicht mehr
vernachlassigbar. Wir erhalten

e2 B2
AH = z 2 2
B (= +y7)

Fiir die Stérung in erster Ordnung gilt

2 2

B B

¢ Z<x2+y2>%—z a>?=xB, und x<0

4me —_—— Me
>0

AE = —(uz) B, mit (u) =—

Mit einem Vergleich der Vorzeichenkonvention der magnetischen Suzeptibilitit und dessen Klas-
sifizierung erkennt man, dass der quadratische Term einen Beitrag zum Diamagnetismus liefert.
Der lineare Term ist der Paramagnetismus. Wir haben also zusammenfassend:
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 3. Aharanov-Bohm-Effekt

Paramagnetismus und Diamagnetismus: Der in B lineare Beitrag zum Hamilton Operator (8.21)
beschreibt die Ausrichtung vorhandener magnetischer Momente im &usseren Magnetfeld und
damit Paramagnetismus, der in B quadratische Beitrag die Induktion magnetischer Momente
durch das dussere Feld und damit Diamagnetismus. Bei Atomspektren ist der diamagnetische
Beitrag flir die meisten in Natur und Technik vorkommenden Magnetfeldstérken vernachlas-
sigbar.

8.3 Aharanov-Bohm-Effekt

Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass die Potenziale A und ¢ keine beobachtbaren Grossen
sind. Dies gilt analog in der Quantenmechanik. Am Aharanov-Bohm Effekt werden wir sehen,
dass diese Vektorpotenziale jedoch einen direkten Einfluss auf die Wellenfunktion haben. Wir
betrachten zunéchst die Bewegung eines Elektrons in einem zeitunabhéngigen Magnetfeld B(x)
und in Abwesenheit eines elektrischen Feldes (¢ = 0). Wir verlangen, dass in einem Raumgebiet
dieses Magnetfeld verschwindet

B=VXxA=0

Wichtig ist, dass das Vektorpotenzial A trotzdem auch ausserhalb dieses rdumlich begrenzten
Raumgebietes existiert. Um solch einen Fall zu konstruieren, betrachten wir eine unendlich lange
Spule. Innerhalb der Spule entsteht ein homogenes zeitlich konstantes Magnetfeld. Ausserhalb
der Spule verschwindet das Magnetfeld, das Vektorpotential A bleibt jedoch nichtverschwindend.

Abbildung 8.1: Wegintegral im feldfreien Raum

Mithilfe der Bedingung, dass das B-Feld ausserhalb verschwindet, erhalt man alternativ eine
Bedingung fiir A. Dort ist A durch den Gradienten eines skalaren Feldes A darstellbar

B=V X A=0 impliziert A=VA da VXVA=0
Das Vektorpotential A kann somit als Gradient eines skalaren Feldes A aufgefasst werden welches

eindeutig mit

A(x) = /: ds- A(s)

0

bestimmt werden kann. Der Parameter xq ist hier ein beliebig gewéhlter Anfangspunkt im feld-
freien Gebiet, also ausserhalb der Spule. Im feldfreien Gebiet erhalten wir fiir die Wellenfunktion
die Schrodingergleichung (vergleichen Sie mit (8.16) und beachten, dass wir kein elektrisches Feld

betrachten, also dass ¢ = 0 ist)
0 1 (h ?
h—9Y=—|-V—-qA
oY= om (z 7 )

Mit einer Eichtransformation A’ = A — VA = 0, kiirzen sich die A Terme und man erhilt
0 1 (h_\?
h* / _ o /
h5tY = om (iv> ¥
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 3. Aharanov-Bohm-Effekt

Wir haben bereits gesehen, dass sich in der Quantenmechanik die Wellenfunktion verandert
wenn man eine Eichtransformation durchfiihrt. Verwendet man (8.19) mit A — —A bekommen
wir den Ausdruck fiir die Wellenfunktion

o(@) = v L i@ e [ Al s

Aharonov-Bohm Effekt: Die Phasenverschiebung die ein Teilchen auf dem Weg von xy nach
x erfahrt héngt allein vom Wegintegral ffo A - ds ab. Auch in Bereichen, in denen das
Magnetfeld B null ist, ist die Phasenverschiebung des Teilchens direkt vom Vektorpotential
beeinflusst.

8.3.1 Intereferenz-Experiment

Wir erinnern uns an das bekannte Doppelspalt-Experiment. In unserem Aufbau fligen wir nun
zusétzlich eine unendlich lange Spule zwischen den Spalten ein, wie in Abbildung (8.2) darge-
stellt. Wir nehmen an, dass die Teilchen die Wege 1 und 2 wéhlen. Da die Spule zwischen den
Wegen platziert ist und wir wissen, dass ausserhalb der unendlich langen Spule kein Magnetfeld
herrscht, konnte man naiv behaupten, es dndere sich nichts zum einfachen Doppelspaltexperi-
ment. Wir kénnen jedoch unter Verwendung des Satz von Stokes zeigen, dass iiber den Bereich
eines geschlossen Weges ausserhalb der Spule (d.h im feldreien Raum, siche Abbildung (8.1))
ein magnetischer Fluss gegeben ist durch

Y{A-ds:/VXA-daz/B-dG'ZCDB;éO

Unabhéngig von der Eichung und unabhéngig vom gewéhlten Weg ergibt sich fiir das geschlos-
sene Wegintegral also immer derselbe nicht verschwindende Wert, ndmlich der eingeschlossene
magnetische Fluss. Die Frage stellt sich jetzt, ob das Vektorpotential A einen Einfluss auf das
Elektron hat, obwohl es sich nie in einer Region in welcher das Magnetfeld existiert, befindet.
Wir betrachten die vier Wellenfunktionen

Y10 : nur Spalt 1, Bipnen = 0
Y1,p : nur Spalt 1, Bippen # 0
9,0 : nur Spalt 2, Bippen =0
o g : nur Spalt 2, Bippen # 0

Wir haben gesehen, dass eine zusétzliche Phase in der Wellenfunktion der einzige Effekt beim
Einschalten des magnetischen Feldes ist. Die Wellenfunktion ¢ gp(x) kann man also als Wellen-
funktion ohne Feld mit einer Eichtransformation erhalten. Wir haben somit

vua@) =@l [ ds )

g 1

o 5(@) :wQ,O(m)exp{Z/Weggds.A(s)}

Wenn nun beide Spalte gedffnet sind, erhalten wir die lineare Superposition der beiden Wellen

vu(e) = sro@ exo{ [ s AG) | + i@ en{ [ e AGs) |

Auf diesen beiden Wegen sind die Phasenverschiebungen nicht dquivalent, da sie nicht stetig in-
einander umgeformt werden kénnen. Betrachtet man die relative Phase der beiden Summanden,
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8. Teilchen im elektromagnetischen Feld § 3. Aharanov-Bohm-Effekt

erhalten wir einen geschlossenen Weg (von x( nach  und auf dem zweiten Weg von @ nach x
zuriick).

/Weglds-A(s)—/Wedes-A(s):%dS.A(S):/VxA.dG:q)B

Der Wert dieses Integrales ist also der eingeschlossene magnetische Fluss. Die beobachtbare Pha-
sendifferenz auf den beiden Wegen héngt somit nur vom (beobachtbaren) magnetischen Fluss ab,
nicht aber vom (nicht beobachtbaren) Vektorpotenzial, welches die (nicht beobachtbare) Phase
selbst beeinflusst.

Ohne Magnetfeld bilden wir folgende kéharente Summe der beiden Wege:

l9ho|* = Y10 + 20|

Bei eingeschaltetem Magnetfeld haben wir jedoch:

¢1,0'6Xp{u]/ A-ds}wg,o-exp{W/ A-ds}

h Weg 1 h Weg 2

P10 + P20 - exp{lq (/ ds- A(s) —/ ds - A(s))}
h Weg 1 Weg 2

Wo wir den ersten Exponenten herausgezogen haben. Das Ein- und Ausschalten des B-Feldes én-
dert also die relative Phase zwischen den beiden Wegen. Da [¢)g|* # |¢p|* erhalten wir ebenfalls
eine Anderung im Interferenzmuster.

2
1¥B|*> = |18 + Yopl* =

2

@ Y1 <

® | Z
S I

quantenmechanisch ~ klassisch

Abbildung 8.2: Doppelspalt-Experiment fiir Aharonov-Bohm Effekt

Zusammenfassend haben wir:

V(@) = <¢Lo(m) exp [ig%} +¢2,O(w)> exp [lg /W edeA(s).ds] (8.25)
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KAPITEL 9

Spin

Bis jetzt haben wir unseren punktférmigen Teilchen, ausser der elektrischen Ladung, keine inh&-
rente Struktur zugewiesen. Aufgrund von experimentellen Erkenntnissen, wie dem Stern-Gerlach
Ezperiment, musste die Quantentheorie jedoch erweitert werden um einen intrinisischen Drehim-
puls, dem Spin, miteinzubeziehen. Diese Erweiterung des nicht-relativistischen Quantenforma-
lismus gelang Wolfgang Pauli unter der Einfithrung der sogenannten Pauli Postulate.

Im Abschnitt (6.9) haben wir bereits gezeigt, dass eine notwendige Vorraussetzung fiir die Stetig-
keit der Drehimpuls Eigenfunktionen (den Kugelflichenfunktionen), die Bedingung ganzzahliger
j € Ny ist. Diese Kugelflichenfunktionen Y,,(6, ) bilden eine vollstdndige Darstellung der
Drehgruppe SO(3) auf dem Hilbertraum der Ortskoordinaten Hg. Es ist jedoch etwas verwun-
derlich, dass fiir die in der algebraischen Herleitung der Drehimpulseigenfunktionen ebenfalls
halbzahlige Werte von j erlaubt waren!. Es wird sich im Laufe dieses Kapitel erweisen, dass
diese halbzahlige Drehimpulsquantenzahlen, die Darstellungen der Gruppe SU(2) bilden.

Bisher haben wir die Quantisierung der allgemein bekannten Bahn Variablen z,y, z untersucht.
Die Operatoren fiir eine Orts- oder Impulsmessung operieren auf dem Bahnzustandsraum Hpg,
welcher Isomorph zum Raum der Wellenfunktion ist. Neben den Bahn Variablen gibt es zu-
sitzlich auch sogenannte Spin Variablen welche auf dem sogenannten Spinzustandsraum Hg
wirken.

Pauli Postulate: Die Pauli Postulate werden den Kopenhager Interpretation Postulate hinzu-
gefiigt und lauten:

I. Der Spinoperator S ist ein Drehimpuls. Die drei Komponenten der Spin Variable S =
(Sz, Sy, S2) sind Observablen und geniigen den gleichen Vertauschungsregeln wie dem

Drehimpuls
[Sz, Sy| = kS, (9.1
[Sy, S:] = ihS,
[Sz, Sz] = 1hS,.

Aus diesen Beziehungen lisst sich wieder analog mit S? = 52 + Sf + 52 zeigen, dass
folgendes gelte:
[S2,S,] = [S%,Sy] = [S% S.] =0. (9.4)

'In anderen Worten: Die Lie-Algebra, d.h die Generatoren der infinitesimalen Drehung auf A, welche der
Kommutatoreigenschaft [M;, My] = ie;jr M, geniigen, erlauben auch halbzahlige Werte fiir j.
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9. Spin § 1. Die Lie-Gruppe SU(2)

II. Die Spinoperatoren wirken auf dem Spinzustandsraum Hg und die beiden Operatoren
S? und S, bilden einen vollstéindigen Satz von kommutierenden Observablen. Die ge-
meinsamen Eigenfunktionen |s, m) der beiden Operatoren, spannen den Raum Hg auf.
Es gilt

S?|s,m) = s(s + 1)h?|s,m) (9.5)

S.|s,m) =mh|s,m).

III. Der Gesamte Zustandsraum H fiir ein Teilchen mit Spin, lasst sich als Tensorprodukt
der Rdume Hp und Hg auffassen

H=Hr®Hs. (9.7)

Da Spin- und Bahnoperatoren (Operatoren welche auf dem Bahnraum wirken) auf zwei
verschiedenen Raumen wirken, vertauschen alle Spinobservablen mit allen Bahnobser-
vablen. Lediglich im Fall s = 0 kann man den Spinraum ignorieren.

IV. Das Elektron ist ein Spin 1/2 Teilchen (s = 1/2) und sein inneres magnetisches Moment
lautet

M, = 2%35. (9.8)

Aus der gleichen Dimensionsbedingung wie beim Drehimpuls folgt, dass der Raum Hg
des Elektrons zweidimensional ist.

9.1 Die Lie-Gruppe SU(2)

Uns seien die folgenden Kommutator Relationen:

3
[Li, Lj] = ihY eyjrLly und [L? L] =0 (9.9)
k=1
bereits aus Kapitel (6) bekannt. Aus diesen algebraischen Ausdriicken ging hervor, dass unsere
Darstellungen ganz- sowie halbzahlige Werte von [ annehmen kénnen. Da die Eigenfunktionen
exp(im#) von L, eine Periodizitdt von 27 aufweisen miissen, wurde jedoch ersichtlich, dass nur

Eigenfunktionen mit ganzzahligen j erlaubt sind. Die Eigenfunktionen fiir halbzahlige Drehim-
pulse werden nun durch Matrizen U € SU(2) realisiert.

Spezielle unitdre Gruppe: Die Lie-Gruppe SU(2)
SU(2) = {U € unitére 2 x 2 Matrizen : UTU = 1 mit det(U) = 1} (9.10)

ist die Gruppe der speziellen unitaren Transformation in zwei Dimensionen. Diese entsprechen
den Matrizen

(_‘Z* ab) mit a,beC und |af>+ o> =1. (9.11)

Wir haben wieder 3 unabhéngige Parameter und 3 Generatoren, wie im Falle von SO(3). Wie

wir im Abschnitt (9.2) sehen werden, sind die Lie-Algebren der zwei Gruppen isomorph. Somit
besitzt SU(2) ebenfalls 3 Generatoren, welche erneut die Kommutatoreigenschaft

[MZ‘,M]‘] = iEijle (912)
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9. Spin § 1. Die Lie-Gruppe SU(2)

erfiillen. Die Generatoren der Gruppe SU(2) sind die spurlosen, hermiteschen 2 x 2 Matrizen
der Lie Algebra

su(2) ={X e gl(2,C) | XT+ X =0, tr X = 0}. (9.13)

Diese lauten in expliziter Matrixform

170 1 170 4 1/1 0
wed(T) e d(00) wed(3h)

Mithilfe der Pauli Matrizen:

Pauli Matrizen: Die Pauli Matrizen o, 0y, 0. sind 2 X 2 hermitesch, unitére Matrizen

R R AT

Sie lassen mit dem Spin Operator eines Spin-1/2 Teilchen, wie folgt, in Verbindung setzten:

h h h
T = ~ T = — 5 z = — Z- '1
S, 50 S, 57 S 50 (9.16)

lassen sich die Generatoren der SU(2) in folgender kompakten Form schreiben: M; = o;/2.

Bemerkung: Oftmals in der Literatur werden die Pauli Matrizen mit einem Index i = 1,2, 3
anstatt den Koordinaten z,y, z notiert fiir welchen der folgende Zusammenhang gilt:

g1 = 0y, O3 =0y, 03=0, (9.17)

Wir fassen hier nochmal die wichtigen Eigenschaften der Pauli Matrizen auf:

I. Spur und Determinante der Pauli Matrizen:

tr(o;) =0 und det(o;) = —1 (9.18)
II. Quadrat der Pauli Matrizen:
03 = laxo oder genauer (ii- 0')2 = Toxo (9.19)
ITI. Kommutationsrelationen:
l0i,05] = 2icijpor = [og,0y] = 2io, (9.20)

IV. Multiplikation zweier Pauli Matrizen:
005 = (51‘]‘1 + iEijka (9.21)

Explizite Form des Rotationsoperators*

Die Eigenschaft (i - 0)? = 1 der Pauli Matrizen, erlaubt es uns Ausdriicke des Rotationsopera-
tors deutlich zu vereinfachen. Die zwei-dimensionale Matrix Darstellung des Rotationsoperators
nimmt folgende Form an:

UIR(8)] = exp (-2(9 . S)> — exp <—;(0ﬁ . a)>. (9.22)
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Entwickelt man den Exponenten mithilfe der Euler Formel und verwendet die Maclaurin Ent-
wicklung der trigonometrischen Funktionen sin(6(o - 1)/2) und cos(f(o - i) /2) dann folgt fiir (9.22):

o (~0m-) = 1= P (G) sl ()]
i [(a-ﬁ) (g) - (";‘)2 <§>3+

Die Verallgemeinerung der Eigenschaft (fi-o)? = 1 auf einen beliebigen ganzzahligen Exponenten

(9.23)

n

loxs  fiir n gerade
(o-0)" = (9.24)

o-n flir n ungerade

fithrt dazu, dass der Rotationsoperator (9.23) die folgende kompakte Form annimmt:

Toyo cos<z> —jo - ﬁsin(i) (9.25)

cos(2 — in, sin U —ing — Ny)sin
_[e® —msn®) i) |

(—ing +ny)sin(g)  cos(4) +in.sin(§)

U1r(0)] = exp( 500 0))

NI

Beispiel: Die explizite Form des Rotationsoperators um die z-Achse ist mit i = (0,0,1) und
o = (04,0y,0;) gegeben durch

= . (9.27)

i cos(2) —isin(2 0 exp(—L6 0
exp(—(agﬁ)) _ (3) (3) p(—30)
0 cos(g) +isin(g) 0 exp(%@)

9.2 Beziehung zwischen SU(2) und SO(3)

Wir haben bereits etabliert, dass die Lie Algebren der Gruppen SU(2) und SO(3) equivalent sind.
Im weitern wollen wir den Zusammenhang zwischen den Gruppen SU(3) und SO(3) genauer
untersuchen und ordnen dazu jedem Vektor = (1, 22, r3) in R? die zweidimensionale Matrix

3 .
_ . _ i _ I3 Tr1 — 1x9
x-o E 1 voj (Il‘l iz —as > (9.28)
J:

zu. Es soll angemerkt sein, dass diese Abbildung auch invertierbar ist, da folgendes fiir die
Komponenten des Vektors x gelte:

=N

1
) = B tr(zoy) (9.29)

Beweis: Verwendet man die multiplikative Eigenschaft zweier Pauli Matrizen o;0; = 0;;1 +
i€;j,0) lasst sich das Resultat, wie folgt leicht zeigen:

tr(3 - o) = 27 tr(ojo;) = 27 tr(6;; 1 + iggjrop) = 276;; tr(1) = 227 (9.30)

O
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9. Spin § 2. Beziehung zwischen SU(2) und SO(3)

Jede 2 x 2 hermitesche Matrix M kann als Linearkombination der drei Pauli Matrizen und der
Identitéat aufgefasst werden. Es gelte konkret

xo+x3 X1 — i.%'g)

: (9.31)
x1+1xre X9 — T3

3
M:az-a+xo-112:z$jaj:<
j=0

Die Zuordnung (9.28) zeigt die gleiche Strukur wie die obige Matrix auf und ist somit hermitesch.
Fiir die Determinante von Z folgt

det(i) = —(z3 4+ 234+ 22) = —x - (9.32)

Wir betrachten nun ein beliebiges Element U € SU(2) (U ist somit unitér und hat Determinante
eins). Die Abbildung von einem Element Z zu einem anderen Element &’ 1dsst sich mit

i & =UzUT (9.33)
beschreiben und man erkennt wieder, dass
P =F)" und  tr(F) =tr(UEU) = tr(z) = 0. (9.34)

Das Element 7’ ist dementsprechend ebenfalls hermitesch und spurlos. Analog zur Zuordnung (9.28)
wollen wir erneut jedes Element #’ mit einem anderen Vektor ' € R3, bestehend aus den drei
reellen Koeffizienten (2}, 24, 24), in Verbindung setzen

3 ] / I
P=a o= (a0 = ( Booon ”32> . (9.35)

= x) +axh  —ah
Die Determinante der Matrix &’ erweist sich erneut als
det(7') = —a’ - @’ = det (UicUT) = det(U) det(z) det (UT> =det(7) = —x - x. (9.36)

Wir sehen also, dass bei der Transformation von Z — %’ sich die Determinante nicht andert und
genau den zwei dquivalenten Skalarprodukten @ -2 und 2’ - &’ entspricht?. Somit sind  und z’
nicht nur linear abhingig, sondern behalten aufgrund der Aquivalenz zweier Skalarprodukten in
anderen Basen, ebenfalls die gleiche Lange. Die Lange des Vektors x ist somit invariant unter der
Transformation (9.33). Da U beliebig gewéhlt werden kann, bedeutet das schlussendlich, dass die
lineare Transformation  — @’ eine Rotation R(U) auf R? definiert und somit R(U) ein Element
der Gruppe SO(3) ist (Konkret hat man also @’ = R(U)x). Man kann somit jedem element R aus
SO(3), mit einem Element U aus SU(2) in Verbindung setzen und zusammenfassend erhalten
wir

R(U)x = UzUT. (9.37)

Um dies mathematisch korrekt zu beweisen, miissen wir noch die Surjektividt der Abbildung
U — R(U) zeigen. Als Erinnerung: Eine Abbildung X — Y heisst surjektiv wenn es fiir jedes y
aus Y (mindestens) ein z aus X gibt (Jedem R(U) € SO(3) muss somit (mindestens) ein Element
U aus SU(2) zugeordnet werden konnen). Dazu verifizieren wir erstmals, dass die Rotation um
die z-Achse im zwei Komponentenformalismus (siehe (9.27)), einer Drehung um die x3-Achse
mit Drehwinkel ¢ entspricht. Die Rotationsmatrix Us(p) € SU(2) lautet

- exp(—igp) 0'
As(@)—( 0’ eXp(;¢)>' (9.38)

2Da die geometrische Interpretation der Determinante die Skalierung einer Transformation ist, sieht man hier
bereits aufgrund der Aquivalenz der Skalarprodukten, dass es sich hier um nichts anderes als eine Rotation ohne
Streckung handelt. Falls man eine visuelle Interpretation dessen mdchte ist folgendes Video sehr hilfreich: Link
zum Video
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Es lasst sich leicht nachrechnen, dass die Wirkung von U auf £ uns den folgenden Ausdruck
liefert: ( 22) (ig)
¥ = UsiU] = ws o W TR e 9.39
= U0 = (0,1 ) ol - (8:39)

Nimmt man die Umkehrung dieser Abbildung und rechnet jede Komponente explizit mit der
Formel (9.29) aus, erkennt man das man eine Drehung ¢ um die z3-Achse erhélt

x1 cos(p) + xosin(yp)
x' = | —x1sin(p) + z2cos(p) | . (9.40)
3

Dies entspricht genau einem Element R aus SO(3). Genauso, ldsst sich zeigen, dass die SU(2)

Elemente
Us(8) = cosg —sing Uy(y) = cosy  —ising (9.41)
2 T sing cosg W)= —ising  cosg ’ )

Drehungen um die zweite bzw. erste Achse in SO(3) generieren. Da man eine allgemeine Drehung
R aus diesen drei Matrizen konstruieren kann

R = R(e;,a) o R(e, f) o R(ey, ) (9.42)

, lasst sich schliessen wir, dass die Abbildung U — R(U) surjektiv ist. Weiterhin haben wir,
dass die Zuweisung die Gruppenstruktur beibehélt. Dies in Kombination mit der Surjektivitét
der Abbildung bedeutet, dass A — R(A) einen Gruppenhomomorphismus definiert. Anhand der
Periodizitét eines Elementes A

A(p+4r) = A(p) mit A(27) =—1 und A(4r) =1 aber R(As(p+2m) = R(A3(y)),
(9.43)
erkennt man jedoch, dass die Abbildung nicht injektiv ist, da man jedem Element aus SO(3)
genau zwei Elemente in SU(2) zuweisen kann. Das bedeutet konkret, dass Darstellungen von
SO(3) immer Darstellung von SU(2) sind, aber nicht jede SU(2) Darstellung ein entsprechende
Darstellung in SO(3) besitzt. Man sagt, dass die Gruppe SU(2), die Gruppe SO(3) zweifach
iiberlagert. Mathematisch schreibt man dies wie folgt:

| SU@)/{#1}~S0(3) | (9.44)

und man nennt SU(2) die sogenannte Universelle Uberlagerungsgruppe von SO(3).

Bemerkung: Die Abbildung ist jedoch kein Gruppenisomorphismus, da sie nicht bijektiv
(injektiv sowie surjektiv) ist.

Lokal besteht zwischen den beiden Gruppen jedoch ein eindeutige Korrespondenz, da wie wir
bereits erwihnt haben, Sie die gleiche Lie-algebra besitzen. Als Erinnerung

su(2) = {A e C¥2: Al + A =0,tr(A) = o} (9.45)
50(3) = {A e R AT + A=0,tr(4) =0} . (9.46)

Es gilt somit
su(2) ~ s0(3). (9.47)
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9. Spin § 3. Spin 1/2-Elektron

9.3 Spin 1/2-Elektron

Im Stern Gerlach Experiment sendet man ein Silbertatomstrahl durch ein inhomogenes Magnet-
feld und misst dessen Ablenkung an einem Schirm. W&hlt man die Feldrichtung des Magnetfeldes
in z-Richtung, dann iibt das Magnetfeld beim Durchlauf des Strahles mit einem magnetischem
Dipolmoment u, folgende Kraft auf das Atom auf:

F=V(p-B)= (O,O,MZ%). (9.48)
Grundsétzlich bestimmt die Gesamtheit der Elektron Drehimpulse im Silbertatom das magne-
tische Moment und somit die Auslenkungskraft. Die Besonderheit des Silbertatomes liegt nun
darin, dass es bis auf ein 5s-Valenzelektron nur gefiillte Schalen besitzt. Die geschlossenen Schale
tragen bekannter Weise nach den Hundschen Regeln nicht zum Drehimpuls bei. Da das verblei-
bende Valenzelektron in einem s-Zustand vorliegt, folgt dass der Gesamte Bahndrehimpuls [ des
Silbertatoms null ist. Weiterhin ist das Silbertatom im Gegensatz zum Elektron elektrisch neu-
tral und wird somit nicht durch die Lorentzkraft abgelenkt. Nach der Diskussion des Normalen
Zeeman Effekt wiirde man dementsprechend keine m Aufspaltungen des Strahles erwarten.

Schirm

R - ()
O

Quelle

Abbildung 9.1: Stern-Gerlach Versuch

Erstaunlicherweise beobachtet man jedoch zwei verschiedene Strahlen mit einer dquidistanten
z-Auslenkung von der Quelle®. Man postuliert also, dass das Elektron zusitzlich zum Bahndre-
himpuls, einen intrinsischen Eigendrehimpuls, dem sogenannten Spin, besitzt?.

Obwohl unsere Diskussion tiber Spins sich lediglich auf Elektronen beschrinkt hat, soll dies
nicht bedeuten, dass andere Elementarteilchen keinen Spin besitzen. Im Allgemeinen nennt man
Teilchen mit halbzahligen Spins Fermionen und Teilchen mit ganzzahligen Spins Bosonen.

Mathematische Formulierung des Elektron Spin

Mithilfe der experimentellen Befundnissen des Stern-Gerlach Experiments liess sich folgern, dass
es zwei verschiedene Einstellungen fiir den Spin des Elektrons gibt. Diese kennzeichnen wir mit

1) und |4).

Bemerkung: In der Literatur findet man oftmals eine komplett dquivalente Notation |+) und
|—) der zwei Spin Einstellungen

Diese beschreiben die beiden mdéglichen Spinausrichtungen beziiglich einer beliebigen Achse. Die
Konvention ist es die z-Achse zu wihlen und sie entsprechend als ’spin-up’ und ’spin-down’ zu
bezeichnen. Der Spin ist als zusétzlicher Freiheitsgrad anzusehen und ist somit unabhéngig von

3Dies bestiitigt auch indirekt, dass die Aufspaltung nicht durch den Bahn drehimpuls verursacht wurde, da
man fir die 2/ + 1 Bahndrehimpuls-Eigenzusténde eine Aufspaltung in 1,3,5,... Spalten beobachten wiirde.

4Darauf kann man schliessen, da das Silbertatom aufgrund der geschlossenen Schalen wie ein Ladungsneutrales
Elektron anzusehen ist.
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9. Spin § 4. Anomaler Zeeman Effekt

den raumlichen Freiheitsgraden eines Teilchens. Das bedeutet konkret, dass Spinoperatoren und
Bahnoperatoren miteinander vertauschen und somit gleichzeitig und unabhingig voneinander
scharfe Werte annehmen. Wir haben

[S,z]=[S,p)=0 = [S,L]=0 (9.49)
Der Zustandsraum eines einzelnen Elektrons ist derTensorproduktraum
H = Ly(R3) @ C2. (9.50)

Basiszusténde des vollstdndigen Hilbertraumes sind dann direkte Produkte der Zustdnde im
Ortsraum und der Spinzustéinde, z.B

[z, 1) = |z) @ [1). (9.51)

Die Ortszustiinde leben im Ly(R3?)-Raum withrend der Spin im C? lebt. Wendet man also zum
Beispiel den Drehimpulsoperator L, auf einen Zustand |x,7) an, dann kann man sich den Ope-
rator als direktes Produkt mit dem Identitdtsoperator vorstellen

L, — L,® 1949 und analog S3— ]ng(]R3) ® Ss3 (9.52)

Als Basis fiir C2 wihle man die zwei Zustiande

11 1 , . ,
\T> = ’§7§> = (0> = 'spm-up

(9.53)
_ 1 _1 _ 0 — ’spin-d )
=155 = (1) = spin-dowr
Ein allgemeiner Spinzustand |x), Spinor genannt, kann dann ausgedriickt werden als
o
=) o= (21)). (9.5)
Aus der Normierungsbedingung (x|x) = 1 folgt fiir die Koeffizienten:
o [P+ o P =1 (9.55)
und die Vollstédndigkeitsrelation des zwei-dimensionalen Spinraums lautet
10
e+ =1=( 9). (9.56)
Aus (9.6) folgt dann die Eigenwertgleichung
11 Al 1 1 1 hil 1
Zlara = 5l5'5 d Zlar o = —51l5y7" 5 /" .
5 22> 2‘2 2> und 5z 19 2> 2‘2 2> (9:57)

9.4 Anomaler Zeeman Effekt

In diesem Abschnitt wollen wir die Diskussion des Zeemann Effekts in Abschnitt (8.2) anhand
Teilchen mit Spins weiterfiihren. Aus dem Stern-Gerlach Experiment ist klar, dass der Spin
ebenfalls an das Magnetfeld koppelt und somit der Zeemann Hamiltonian

e

H=Hy~5 —B-L (9.58)

Me
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9. Spin § 4. Anomaler Zeeman Effekt

fiir Teilchen mit Spins modifiziert werden muss. Fiir den Bahndrehimpuls hatten wir folgende
Beziehung mit dem magnetischen Moment:
e

puy =~L = 5 L, (9.59)
e

wo 7 = —e/2m, dem gyromagnetischen Verhéltnis entspricht. Wir wollen nun annehmen, dass
analog zum Drehimpuls, der Spinoperator auch ein assoziiertes magnetisches Moment mug
besitzt. Wir postulieren

B = 7sS. (9.60)
Da wir nicht genau den Zusammenhang zwischen S und pg kennen, fithren wir zusétzlich die a
priori unbekannte Proportionalitdtskonstante g ein

e
=g —23>- 9.61
Hs 9e2 fad ( )

wo wir das gleiche gyromagnetische Verhéltnis v wie beim Drehimpuls verwenden wollen. Der
sogenannte Lande Faktor g wurde experimentell fiir Elektronen auf g >~ 2 bestimmt. Das gyro-
magnetische Verhéltnis fiir den Spin ist dementsprechend zweimal so gross wie beim Drehim-
puls.

Bemerkung: Fiir das Proton habe man gp,oton = 5.59 und fiir das Neutron gneutron = 3-83.
Dies fiihrte zur Erkenntnis, dass diese Teilchen eine Substruktur aus Quarks besitzen.

Fiihrt man die Ergebnisse zusammen, erhdlt man fiir den Anomalen Zeeman Effekt den folgenden
Hamiltonian

(&

H=Hy+ 5 —B-(L+25) (9.62)

e

In Kapitel 10 werden wir uns genauer damit beschéftigen wie man Drehimpulse L + 2S5 addiert.

9.4.1 Anomaler Zeeman Effekt (schwaches magnetisches Feld)

Wird im Kapitel der Korrekturen zu Atomaren Spektren betrachtet.

9.4.2 Paschen-Back Effekt (starkes magnetisches Feld)

Sei die Magnetfeld Wechselwirkung grosser als die Spin-Bahnwechselwirkung (siehe diesbeziig-
lich das Kapitel (12)) ist es berechtigt anzunehmen es gelte [Hy, S] = 0°. Dies ist der sogenannte
Paschen-Back Grenzwert. In diesem Fall kommutieren L, und S, und man verwende die ge-
meinsamen Eigenfunktionn |¢) = [l,s = 1/2,m;, ms). Zeigt das Magnetfeld in die z-Richtung
dann lautet der Erwartungswert des Hamiltonians (9.62) in den gemeinsamen Eigenkets von S,

und L,
B,
E, = <1/J\Ho + #(Lz + gsSz)’¢> = FEp + ,usz(ml + Qms)' (963)

A Der allgemeine Ausdruck fiir ein Teilchen in einem starken externen Magnetfeld ist gegeben
durch
E. = Ey+ B.ug (m; + gsms) . (9.64)

Es resultiert eine anomale Aufspaltung der Energieniveaus

h
AE, = ug|B|(m; +2ms) mit up = 26 (Bohr Magneton). (9.65)

e

Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass das externe Magnetfeld stirker ist als die Feinstrukturauf-
spaltung.
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9. Spin § 4. Anomaler Zeeman Effekt

Bemerkung: Anders als beim Bahndrehimpuls findet man kein klassisch analogen Freiheits-
grad zum Spin.

Zusammenfassend kann man den Hamiltonoperator (ohne Spin-Bahn Wechselwirkung) schreiben
als

ﬁ——h—Qv2+V()+ Lis.B (9.66)
T z uB 7 o . .

Schreibt man den Zustandsvektor des Systems |1) als eine zwei-Komponenten Spinorwellenfunk-
tion

) =il + = (7). (9.67)
dann lautet die zeitabhéngige Schrodingergleichung im Ortsraum in Komponentenschreibweise
L O |r(z,t) R _, 1B (e, t)
— =|l—-—=— —L-BJ|1 -B .
zhat [%(x’t) 2mV +V(x) + N + po (1), (9.68)

Diese Gleichung wird auch Pauli Gleichung genannt und beschreibt die Wechselwirkung von
nicht-relativistischen Spin 1/2 Teilchen, wie Elektronen, mit einem externen Magnetfeld. Fiir
relativistische Geschwindigkeiten muss man dann hingegen die Dirac Gleichung verwenden.
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KAPITEL 10

Addition von Drehimpulsen

Bevor wir uns der formellen Theorie der Addition von Drehimpulsen widmen, ist es hilfreich das
Thema anhand eines einfachen Beispiels einzufiihren. Das Ziel ist es die zwei Drehimpulse j; = 1
und jo = 1/2 zu addieren. Mit —j; < my < j1, —j2 < m < jo und | m = mj+mq erhalten wir die
folgenden erlaubten Werte fiir den gesamten magnetischen Drehimpuls: m(3/2,1/2, -1/2,-3/2).
Man erhélt folgendes Spektrum:

m mi mo Entartung Wellenfunktion
+3/2 1 1/2 1 12,8)=11)®|3,3)
1 “1/2
+1/2 2 Linearkombination
0 1/2
1 1/2
-1/2 2 Linearkombination
0 1/2
—-3/2 -1 -1/2 1 .- =1,-)®|3-3)

Uns bleibt noch die zwei Linearkombinationen explizit zu bestimmen um alle moglichen Zusténde
fiir j = 3/2 zu finden. Es stellt sich heraus, dass zwei unterschiedliche Darstellung mit, zum
Beispiel, demselben m = 1/2 Wert existieren:

31 1 1 11
oY =all,1)® |5, —= 1 -
‘2,2> alL)® |5, —5) +b[L,0)® 5. 5)
11 1 1 11 (10.1)
Sy =c, )@ |5, —2) +d ] =2

'2,2> clL)® |5, —35) +d[L,0)® |5, 5)

Die Frage stellt sich nun, was unsere Amplituden a, b, ¢,d im allgemeinen Fall sind.

10.1 Allgemeiner Fall

Die Eigenzusténde |j,m) des Drehimpulsoperators J mit festen Drehimpuls j spannen einen
(2j + 1)-dimensionalen Vektorraum H;. C H!

Wir wollen in diesem Kapitel uns mit einem aus zwei Untersystemen zusammengesetztes Sys-
tem H befassen. Wir verwenden die Indizes 1 und 2 um die Grossen in den Untersystemen zu

1J kann ein Teildrehimpuls des Gesamtdrehimpuls sein und deshalb H; C H
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10. Addition von Drehimpulsen § 1. Allgemeiner Fall

bezeichnen.

Fiir das Untersystem (1) spannen die gemeinsamen Eigenvektoren |ji,m;) von J3 und Ji, den
Zustandsraum H;. Diese Operatoren geniigen folgenden Eigenwertgleichungen:

JT g, ma) = j1(iy + DA i, ma) (10.2)
J1z[j1,ma) = mahlji,ma) . (10.3)

Analog wird der Zustandsraum Ho des Untersystem (2) durch die Eigenvektoren |ja, m2) aufge-
spannt und fiir Operatoren Jo und Jo, gelte

J3 G2, ma) = j2(jo + 1)h? |2, mo) (10.4)
J 2z [j2, ma) = mah|ja, ma) . (10.5

Obwohl der Buchstabe J oftmals fiir den Gesamtdrehimpuls gebraucht wird, kénnen die obi-
gen Operatoren auch als Spin- oder Drehimpulsoperatoren interpretiert werden. Wir werden des
Weiteren annehmen, dass fiir die Zustéande |71, m1) und [j2, ma), die Quantenzahlen des Drehim-
pulses j; und jo fest definiert sind und die magnetische Quantenzahlen die Werte —j; < my < j;
bzw. —jo < mgo < jo annehmen kénnen. Der Zustandsraum des Gesamtsystems lasst sich durch
das Tensorprodukt der Unterrdume H; und Hs bilden:

H =M ®Ho. (10.6)

Nach der Diskussion in Abschnitt (4.6) wissen wir, dass sich eine Basis fiir das Gesamtsystem
|71, j2, m1, m2) mithilfe des Tensorproduktes aus den in den Unterrdumen H; und Hs gewahlten
Basen bilden lasst:

j1: g2, M1, me) = [j1,m1) @ |j2, m2) (10.7)
Der Hilbertraum des Gesamtsystem H hat dementsprechend die Dimension

dim(H) = dim H; - dim Hy = (251 + 1) (22 + 2) . (10.8)

Es soll angemerkt sein, dass die Operatoren {J%, Ji,} und {J3, Jo.} auf zwei verschiedenen
Hilbertriumen (#; und Hs) wirken? und somit miteinander kommutieren. Das heisst konkret:

[Jiz,J2.] =0 und [J1,J3]=0 und [Ji.,J3] = [J2s, Ji] =0 (10.9)

Bemerkung: Diese Argumentation ldsst sich logischerweise auf alle Komponenten verallge-
meinern. Jede Komponente des Gesamtdrehimpulsvektor J1 = (Jiz, Jiy, J12) aus dem Un-
terraum H; vertauscht also mit denen des Unterraumes Ho, Jo = (Joz, Jay, Jaz):

[J1,J5] =0 (10.10)

Da J? einen Casimir Operator definiert (In Analogie zum Drehimpulsoperators L?, siehe (6.28)),
kommutiert dieser mit jeder Komponente des Gesamtdrehimpulses. Es gelte

[J12,J3] =0 und [Jo:,J3] =0. (10.11)

2Das heisst man soll im Hinterkopf behalten, dass man streng genommen Ji. = Ji. @ 1 und 1 Jo, = 1 ® Ja.
benutzt.
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10. Addition von Drehimpulsen § 1. Allgemeiner Fall

Basis fiir zusammengesetztes System (Option 1): Die Eigenzusténde |ji, j2, m1, mo) der Ope-
ratoren

J2.J%, T, Jos (10.12)

bilden aufgrund von (10.9) und (10.11) eine vollsténdig, orthonormierte Basis fiir das zusam-
mengesetzte System H = H1 ® Ho mit Untersystemen H; und Hso. Diese Wahl der Basis ist
besonders fiir die Untersuchung der Drehimpulse J; und J2 geeignet.

Das die vier Operatoren (10.12) tatséchlich ein vollstindiges System bilden, sei erstmals nicht
offensichtlich. Wir werden im Laufe dieses Abschnittes jedoch sehen, dass die Quantenzahlen
genau einmal vorkommen und somit ein Zustand eindeutig durch die Quantenzahlen der vier
kommutierenden Observablen definiert werden kann.

Vertauschungsregeln fiir den Gesamtdrehimpuls

Der Gesamtdrehimpuls J des zusammengesetzten Hilbertraumes H lautet wie folgt:

J=J1+Jo=J1 901+ 1® Js. (10.13)

Bemerkung: Um zu zeigen, dass es sich beim Gesamtdrehimpuls J = (J;, Jy, J.), wirklich
um einen Drehimpuls handelt, miissen wir lediglich die zyklische Eigenschaft der Drehim-
pulskomponenten zeigen. Wir haben

[Jam Jy] = [Jlx + J2£C7 le + J2y] = [Jlx7 le] + [J1x7 J2y] + [J2xa le] oy [J2x7 J2y]
= [le’y le] + [J2507 J2y] = Zthz + ZhJQz
— ik,

wo wir ausgenutzt haben, dass die Komponenten des Drehimpulses welche auf verschieden
Réume wirken miteinander kommutieren. Die Komponenten des Gesamtdrehimpulses

Ji=Jiit+tJu=J; L +1® Jy (10.14)
mit ¢ = {z,y, z}, erfiillen somit der Drehimpulskommutatoreigenschaft
[Ji, Jj] = iheyjpJi,  und zyklisch . (10.15)

Die kartesischen Komponenten der Operatoren werden in diesem Kapitel mit x, y, z denotiert
um die Verwechslung mit den Indizes 1,2 der Untersysteme #1 und Hs zu vermeiden.

Es folgt nun unmittelbar, dass die Eigenzustande (10.7) auch Eigenzustédnde der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulses J, sind:

J2 |91, g2, mi,me) = [J1, @ 1 4+ 1 @ Jaz] - [|j1, m1) ® |j2, ma)]
= Jiz|j1,m1) @ 1|42, ma2) + 1|51, m1) @ Jaz |72, m2) (10.16)
= h(m1 + ma) |j1, j2, m1, m2)

und somit Ji, und Jo, mit der z Komponente des Gesamtdrehimpulses J vertauschen. Es gelte
somit

[lea Jz] = [J2za Jz] =0. (1017)
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10. Addition von Drehimpulsen § 1. Allgemeiner Fall

Der quadrierte Gesamtdrehimpuls lésst sich mithilfe der Auf- und Absteigeoperatoren Jy + =
J1p i1y und Jo 4 = Jo, £ 0o, wie folgt schreiben:

J2=TJ24Ji+ 20, J

) 5 (10.18)
= J1 + J2 + J1,+J2,7 + J1,7J2,+ + 2J1,ZJ2,z-
Mithilfe von
Jipdo,— = (Jip +id1y)(Joe —idoy) = (J1ad22 + J1yJay) +i(JiyJoe — J1zdoy) (10.19)
Ji,-Joy = (Jip —iJ1y)(Joe +idoy) = (J1pd22 + J1yJay) — i (JiyJoe — J12d2y) '
lasst sich dann leicht iberpriifen, dass
[J%,J3] =0 und [J*J3] =0 (10.20)
gelte. Weiterhin gelte, dass
[J%,7.] =0 (10.21)
aber
[J%,J1.] #0 und  [J?, Ja.] #0. (10.22)
Beweis:

[J2, Jiz] = [J% + I3+ Siado T Jag + 21002, Jh,z]
= [J5, Tz + [T3, 2] + [T — o, T2 + [ Jo—y T A2 1z, )
—_— ~~ d

-0, (10.11) =0, (10.11) RS (1D) (IT1)

Mithilfe von [Jy 4, J1,.] = —hJ1 4 und [J; —, J1.] = hJ; — folgt:
o (): [J1-Jov, 1] = J1— [Jot, J1]+J1— Jiz] o = A1 Ja ¢
N—_——

=0
o (ID: [Ji4d2—, Jizl = Tt [Jo—, Jip] +H g, Jie)do— = =Ry g Jo -
=0
o (IID): [J1Joz, J1z) = Jis oz Jis) + [Tz J1z) Jo =0
=0 =0

und mit (10.19) erhélt man schlussendlich
[J%,J1.] = —2ih (J1 a0 + J1yday) # 0. (10.23)

Die Rechnung [J?, J5.] # 0 ldsst sich analog durchfiihren. Man kann sich natiirlich auch direkt
davon iiberzeugen, dass [J1J2, J1 ;] # 0. O

Da J? in der Basis |ji, j2, m1, mo) nicht diagonal ist, ist es nicht erlaubt J? zu dem Satz der
kommutierenden Operatoren (10.12) hinzuzufiigen. Man beobachtet jedoch:

Basis fiir zusammengesetzes System (Option 2): Die Eigenzusténde |j1, j2, j, m) der Operatoren
J2 J3,J% . (10.24)

bilden analog zu (10.12) eine vollstdndig, orthonormierte Basis fiir das zusammengesetzte
System H = H1 ® Ho. Diese Wahl der Basis ist besonders fiir die Untersuchung des Gesamt-
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drehimpuls J geeignet. Die Eigenwertgleichungen lauten

I3 i1, d2. 3,m) = j1(G1 + 1R |1, ja, j,m) (10.25)
T3 |41, d2: Jym) = ja(j2 + 1B |1, j2, j,m) (10.26)
J? |j1, g2, 4, m) = j(5 + DR |41, j2, 4, m) (10.27)
J2 g1, 32, J,m) = mh|j, j2, j,m) . ( )

10.1.1 Clebsch-Gordan Zerlegung

Das Ziel dieses Abschnittes ist es ein Zusammenhang zwischen den zwei Basen (Option A und
Option B) herzustellen. Mithilfe des Projektionsoperators lasst sich bekannterweise jeder Zu-
stand in eine andere Basis projizieren

|jlaj27jvm> = Z ’]iv]é)m/17m/2> <jiajévm,1’m,2’jlaj27j7m>
J1:35,m4 i

= Z <jiajé>m/1¢m,2‘jlaj2>j>m> ‘ji?]é?mllam/2>

ATy
J1:J2,MM 1My

(10.29)

Aufgrund der Hermitizitiat der Operatoren (10.24) verschwinden viele der obigen Matrixelemen-
te (j1, b, mh, mblj1, ja, j,m). Wendet man zum Beispiel den Operator J? einmal auf den Ket
|71, j2, j,m) und einmal auf den Bra |j], j5, m}, m}) an

(41, 35 miy, mb| I3 |1, g2, 4. m) = §1(51 + 1) (41, g, mY, mb |1, g2, 4, m)

o L, T (10.30)
= j1(j1 + 1) (41, jy. mY, my g1, j2, 5, m)

wird ersichtlich, dass j; = j] und j5 = jo gelten muss. Weiterhin folgt mit der gleichen Prozedur
fir J,:

(J1, g2, ma, ma|J:| g1, jo, j,m) = (m1 + ma) (j1, j2, m1, ma|ji, j2, j, m)

o o (10.31)
=m (j1, jo, m1, m2|j1, j2, j, M)

die Bedingung m = mj + meo. Um nun auf die Entartung der Quantenzahl m zu schliessen,
nehmen wir an, dass j; < jg gelte. Die Entartung der Quantenzahl m ist dann lediglich die
Anzahl an Paaren (my,mg) fiir welche die Bedingung m; +mgy = m erfiillt ist. Die magnetischen
Quantenzahlen j; und jo nehmen folgende Werte an:

mlz_jly_j1+1v"‘7jl und m2:_j25_j2+1)"'aj2 (1032)

Clebsch-Gordan-Koeffizienten: Die Basiszustinde des Gesamtsystems mit dem Satz (10.24)
an kommutierenden Observablen |j1, j2, j, m) werden durch eine Linearkombination der Pro-
duktzusténde |41, j2, m1, mo) gebildet:

s dardim) = > |1, dayma, ma) (i, da, ma, malji, ga, 4, m) (10.33)
U,
Die Matrixelemente (j1, j2, m1, ma|j1, jo, j, m) heissen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Die Sum-
me in (10.33) lauft {iber die magnetischen Quantenzahlen —j; < my < 71 und jo < mg < jo
unter der Einschrankung m = mj + ma.

Diese Paare liegen auf einer Geraden mit Steigung —1 und die Anzahl an Punkten auf der
Geraden zu m bestimmt die Anzahl an Paaren (siehe Abbildung (10.1)).
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10. Addition von Drehimpulsen § 1. Allgemeiner Fall

O
m=ji—Jj2

Abbildung 10.1: Die Punkte, die zu einem vorgebenden m = mj + mso gehoren, sind auf der
Geraden zu finden. Jeder Punkt (mj,ms2) steht fiir einen Produktzustand |j1, jo, m1, me).

Insbesondere gibt es genau einen Punkt mit mq + mg = j1 + j2 und somit genau einen Eigenzu-
stand mit m = j; + j2, ndmlich der maximale Produktzustand

715 41, J2, J2) = |jima = j1) ® [j2, m2 = ja) (10.34)
mit maximal erlaubten Quantenzahlen m; und ms. Dieser ist ein Eigenzustand von J?

J? i1, J2s 2, g2) = (J3 4+ J5 + 2012 . + iy Jo + J1oJoy ) [1j2dade)
= (JT + J3 + 2J1.J22) |j12j2d2)

g1 (J1 + 1) + ja (o + 1) + 24152) [J1727272)
g1+ J2) (1 + j2 + 1) [j1j25272) »

_( (10.35)
= (

wo wir verwendet haben, dass beide Aufsteigeoperatoren J;4 und Joi den Produkzustand ver-
nichten. Der Produkzustand (10.34) ist somit Eigenzustand von J? mit Eigenwert

(J1+72)U1 + g2 +1) (10.36)

Der maximale Wert des Gesamtdrehimpulses j ist j; + jo und der grosste Wert myax flir die
magnetische Quantenzahl m lautet
Mmax = J1 + J2- (10.37)

Dies entspricht dem Eigenzustand |71, j1) ® |2, j2). Der zweitgrosste Wert mpax — 1 ist zweifach
entartet. Die folgende Wahl an magnetischen Quantenzahlen erfiillt diese Bedingung;:

(m1=ji,mg=j2—1) und (m1=ji—1,ma=ja). (10.38)

Durch mehrfaches Anwenden des Absteigeoperators J_ auf Zustand den (10.34) bis j, bzw. m
den minimalen Wert juin = j1 — j2 > 0 annimmt, erzeugt man die 2jy.x Eigenzustdnde (Punkte
auf der Geraden) des gesamten Drehimpulses:

|j17j27jmaX7 m> mit  — Jmax <M < Jmax (1039)
Man kann sich vergewissern, dass man alle Zustédnde gefunden hat indem man bemerkt, dass

J1+7J2
Y (2i+1) = (251 +1)(22+ 1) (10.40)
J=lj1—32|
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10. Addition von Drehimpulsen § 2. Addition eines Bahndrehimpules und Spin 1/2

gilt. Die Basis |7, j1, j2, m) besteht somit aus (2j; + 1)(2j2 + 1) Zustdnden, genau wie der Ten-
sorproduktraum H; ® H,,. Es gehen somit keine Zustdnde verloren.

Addition von Drehimpulsen: Aus der Addition der zwei Drehimpulsen j; und jo von zwei
Teilsystemen geht fiir den Gesamtdrehimpuls j folgende Werte hervor:

j:jl +j27j1+j2_17"'7|j1_j2| (1041)

WO Jmin = |71 — j2| dem minimalen Wert entspricht und jmax = j1 + jo dem maximalen Wert.
Die Dreiecksregel der Addition von Drehimpulsen lautet dementsprechend

i1 = 2l < J <1+ 32 (10.42)
In dieser Entwicklung erfiillen die Magnetischen Quantenzahlen die Summenregel
m = m1 + my (10.43)

Aufgrund der Dreiecksregel sieht die unitdre Transformation der Tensorprodukt-Darstellung
wie folgt aus:

Jj1+j2
UD;, ®Dp,)U ' = P D (10.44)
J=lg1—72|
und fiir den Hilbertraum kann man schreiben
J1+72
My, oH,= P H (10.45)
J=lj1—jz|

Nachdem wir eine Zerlegung des Produktraumes in irreduzible 'Drehraume’ H; gefunden haben,
miissen wir lediglich noch die Clebsch-Gordan Koeffizienten in der Entwicklung (10.33) berechnen
um die alte Basis mit der neuen in Verbindung zu bringen.

Bemerkung: Als Abkiirzung verwendet man in der Literatur auch manchmal:

N1®J2=1j1—Jo| & D j1+J2 (10.46)

10.2 Addition eines Bahndrehimpules und Spin 1/2

Wir wollen in diesem Abschnitt die Addition eines Bahndrehimpulses j; = [ € N und einem
Spin j2 = 1/2 betrachten. Wir haben

i1 =1, 1 €Ny, mp=my,
J1 0 1 1 (10.47)

, Mo = Mg = =%

N|—
N[

Solche Probleme treten in der Quantenmechanik héufig vor. Der Gesamtdrehimpuls J nimmt
dann mit dem Spinoperator S und Drehimpulsoperator L die Form

J=L+S8 (10.48)

an. Der Operator S hat fiir Spin 1/2 zwei Zustdnde. Mit dem Drehimpulsoperaton haben wir
(20 + 1) Zusténde, welches uns somit insgesamt 2(2! + 1) Produktzusténde ergibt. Die 2(2] 4 1)
Produktzustinde lauten mit m; = —1[, ...,

1

. 1
1, d2y mama) = I, 5, %3) (10.49)
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und sind Eigenzustinde der Operatoren L?, 8% L. und S, (Entsprechend der Basis A) aber
nicht vom quadrierten Drehimpuls J2. Wir wollen jedoch die Eigenzusténde der Operatoren
J? L% S2,J. finden (Basis B).

Nach der Dreieicksregel (10.42) folgt, dass nur die zwei Zustiande mit dem Gesamtdrehimpuls

1 1
j=ltg wd j=1- (10.50)

erlaubt sind. Es sei an die Auf-und Absteigeoperator und deren Wirkung erinnert:
Lilllm)y=+ltm+(F1)|l,m+1)
Sils,m)=+/sEtm+(sF1)|s,m=*1)

(10.51)

Man erinnere sich weiterhin an die Zerlegung (10.18), welche in unserem Fall unter der Verwen-
dung von J, = L, + S, und J+ = Ly + Sy, wie folgt lautet:

J*=L*4+8*+2L,S.+L,S +L_S,. (10.52)

Unterraum H(j =1+ 1/2)

Wir behaupten, dass der Zustand mit der maximalen Quantenzahlen mq = m; und ms = 1/2 der
Basis A ebenfalls ein Eigenzustand des quadrierten Gesamtdrehimpuls J? ist. Somit ist dieser
auch ein Eigenzustand der Basis B und es gelte

1 1 1 11
L= l+=1+=)=|,1 - = 10.
3o+ 5+ ) =D& |5,3) (10.53)
Bemerkung: Die Behauptung lautet vollstandig:
S . 1 1 1 , , 1
|j13]27]?m> - |la57]vm> = |l7§7l + §7l + §> = |]1 = lvml = l> ® |.72 = Qams = +>
(10.54)

Das |I,l) ® |3, +) ein Eigenzustand von S? und L? ist soll nicht verwunderlich sein. Wir miissen
hingegen auch zeigen, dass dies ein Eigenzustand von J, und J? ist. Es gelte:

1 1 11 11
J. [Il,l)@ 12,+>} =(L,21+1®S,) [\l,l)@ |2,+>] =hl|l,l)® |§,5>+]l,l>®§!§,§>

_h <z + ;) [|z,z> ® 3, ;>]

(10.55)

und

11 1
2 [u,w@ \2,2>] = (L*+ 8% +2L.S. + LyS_+L_S,) [!l,l>® \,+>]

< )+ 1o )[u he s, >]
h?

( >(l+§’)['“>®‘2’+>]

wo wir die Entwicklung (10.52) und die Abbruchsbedingung der Operatoren S, und L4 in
Betracht genommen haben. Ein Vergleich mit den Eigenwertgleichung (10.27) in Basis (B)

145
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und (10.27), erlaubt es uns j =1+ 1/2 und m =+ 1/2 in der Basis B zu identifizieren. Somit
haben wir gezeigt, dass wir die zwei grundlegenden Eigenschaften der Eigenwertgleichung erfiil-
len und somit erlaubt sind den Ansatz (10.53) zu verwenden.

Der Rest des Spektrums von J mit j =1 + % erhalten wir durch wiederholtes Anwenden des
Absteigeroperators J_ mit darauffolgender Normierung. Dabei verwenden wir haufig

1 1 1 1 1 1
[y Ry e by By R 10.
J |l,2,l+2,l+2>o<]l,2,l 2,l—|—2> (10.56)
Mithilfe von (10.51) folgt:

1 1 1 11

J_ |l s 0+ s+ o) = (L-+52) [|l l)® | )] (10.57)
2 2 2
1 1 1 1

=V2h|l,l-1)® | )+h!l h® |2 —§> (10.58)

und mit der Normierung der rechten Seite auf eins, erhalten wir:

1 21 1

2 = 2l+1’”_1>®|7 7> 2041

1 1
l,=,1—=,1
|727 27+2

1 1
l,1 —= 10.59
Lhe|z-z) (059
Diese Verfahren kann man weiterfithren bis man die Abbruchbsedingung erreicht. Es ldsst sich
mithilfe einer vollstdndigen Induktion zeigen, dass fiir ein m; folgendes fiir den Unterraum

H(j =1+ 1/2) gelte:

1 1 I+ m;+1/2 1. 11 [ —mj+1/2 1. 1 1
Il msl =y =4/ —L 717 T T loms 4+ = S
| +27m]7 72> 2l+1 ’7m 2>®| > 2l+1 ‘7m]+2>® |27 2>7
(10.60)
e 1 1 3 1 1

Unterraum #H(j =1—1/2)

Die Zusténde zu j = [ — 1/2 lassen sich komplett analog, ausgehend von (10.60), bestimmen.
Man erhélt folgende Beziehung:

1 1 l—m;+1/2 1 11 l+m;+1/2
l—Z m:l.ZV=—4/—— 2\ m. — = -z h S .z
= 5m5 k) 20+ 1 1M 2>®‘2’2>+\/ 1 bt > | >
(10.62)
it 1 3 3 1

Wie sich leicht tiberpriifen lésst, stehen die zwei Zusténde (10.62) und (10.60) orthogonal zuein-
ander.

Clebsch Gordan Tabelle

Die Zerlegung kann mithilfe einer sogenannten Clebsch-Gordan Tabelle dargestellt werden (siehe

Abbildung (10.2a)).
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. ) ) 1
. ) J J 1 I+ 5 -5
71 ® )2 | ® 1 1 1
" m H—=3 m—3
my1  mg | Koeflizienten m _ % l;ll-i-_lﬂ 21;:#1
1 I+p I+1—p
mi; Mgy ohne va -1 L L o

(a) (b)

Abbildung 10.2: (a) Die Form einer Glebsch-Gordan-Tabelle zur Zerlegung j; ® jo. (b) Die
Clebsch-Gordan Tabelle fiir die Addition eines Drehimpuls uns Spins 1/2.

Die Tabelle kann reihenweise oder spaltenweise gelesen werden, je nachdem ob man die Dekom-
position eines Produktzustandes oder eines Gesamtdrehimpuls-Zustandes will.

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir ein Ein-Elektron System | = 1,s = 1/2, j = 3/2 welches im
m = 1/2 Zustand préapariert wird. Aus der Clebsch-Gordan Tabelle kann man die Koeffizienten
der Zerlegung ablesen und erhélt folgende Dekomposition des Figenzustandes des Gesamtdre-

himpulsoperator:
31 1 1 1 2 11
-, =,1,=)=—]1,1 1,—= -1 -, = 10.64
'2,2,,2> AlLuel 2>—kvg,0>®‘2,2> (10.64)

Daraus kann man direkt ablesen mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Elektron Spin +1/2 bzw.
—1/2 gemessen wird. Aus dem Quadrat der Clebsch-Gordan Koeffizienten erhalten wir

Hﬂz%lmiPMz% (10.65)

10.3 Wigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem wird eine Aussage tiber die Clebsch-Gordan Matrixelemente in
der Basis (B) liefern. Es wird sich herausstellen, dass man anhand der Kommutatorrelati-
on eines Operators mit dem Drehimpuls (i.e dem Rotationsverhalten) darauf schliessen kann,
unter welchen Bedingungen Matrixelemente verschwinden. Allgemein lautet das Theorem wie
folgt:

Wigner-Eckart Theorem (Allgemein): Das Matrixelement der g-ten Komponenten eines Ten-
soroperators T, q(a) von Rang k und zwei Gesamtdrehimpulsen j und j’ lautet:

(K, 3" 17|k, 5)
V2Zi+1

Das Matrixelement (£, j'||T%||k, j) ist unabhéngig der magnetischen Quantenzahlen m und
wird als reduziertes Matrixelement bezeichnet. Der Ausdruck (j1,mq, j2, ma|j’,m’) ist der
Clebsch-Gordan Koeffizient fiir die Addition von den zwei Drehimpulsen j; und j2 und den
jeweiligen Komponenten m; und mso zum Drehimpuls j” mit magnetischer Quantenzahl m’.

<k7j7m}Tﬂk/7jI,m/> = (j1,m1, j2, ma|j’,m") (10.66)

Um das Wigner-Eckhart Theorem einzufiihren, wollen wir erstmal ein Beispiel betrachten.
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10.3.1 Beispiel: Anomaler Zeeman Effekt

Wir wollen erneut den Anomalen Zeeman Effekt betrachten. Mithilfe von J = L + S hat der
Hamiltonoperator die Form

B (L+28)=-""B (J+5). (10.67)

Mme Mme

H=

Sei nun wieder, das Magnetfeld allein in z-Richtung ausgerichtet B = Be, = (0,0, B), verein-
facht sich der Ausdruck zu

e €

H=_—B(L.+25.)=—B(J.+85.). (10.68)

2me 2me

In der (I,s) - Basis® |l, s, m;, ms), sind die Operatoren L, und S, diagonal. Mithilfe der Eigen-
wertgleichungen (9.6) folgt nun direkt fiir die Matrixelemente

eh
2me

(1, s,my, mg|H|l, s,m,ms) = ppB(my +2m;) mit pp = (10.69)
Dies entspricht der anomalen Aufspaltung der Energieniveaus welche wir bereits im Kapitel 9
gefunden haben.

Die Situation in der j-Basis |l, s, j, m) ist etwas komplizierter. Hier macht es logischerweise mehr
Sinn den Ausdruck auf der rechten Seite von (10.68) zu verwenden, da wir wissen, dass J, in
dieser Basis diagonal ist. Fiir die Matrixelemente in der (j)-Basis folgt demnach

(s, ol 1L, om) = 5B (s gml Ll s, jom) + (s, jomlSells,jom)) - (10.70)

e

Fiir den ersten Term folgt:
(l,s,7,m|J.|l,s,5,m) = hm. (10.71)

Hingegen ist |, s, j,m) kein Eigenzustand des Operators S,* und wir kénnen somit nicht ohne
weiteres das Matrixelement R
(l,s,7,ml|S:|l, s, j,m) (10.72)
berechnen. Man kann dies jedoch trotzdem ausgehend von der Identitét
S(L-S)—(L-8)S=> (S;LiSi — L;S;S;) e = —ih Y _ eijuLiSke; = —ihS x L  (10.73)
1] 1]
berechnen. Dazu bildet man das &ussere Produkt von (10.73) mit J:
SXJL-S)—(L-S)SxJ=—-ihSXLxJ=—ih(L(S-J)—S(L-J)) (10.74)
= —ih(J(S-J) — 8J?) '

Bildet man den Erwartungswert des Ausdruckes (10.74) in Zustand |l, s, j,m) und verwendet,
dass L - S in dieser Basis diagonal ist, so verschwindet die linke Seite und wir erhalten

(8J%), = (J(S-J));. (10.75)
Diese Beziehung gilt fiir jede Komponente von S und J und mit
1
S-J=3 (J?+ 8% - L? (10.76)

3Dies entspricht der Basis generiert durch die vier Operatoren (10.12)
4Der Operator S, ist ja wie wir bereits wissen, nicht diagonal in dieser Basis
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folgt dann im Unterraum mit festem j,1, s:

JU+1)+s(s+1)—11+1)

Sz = Jz v 10.77
(5.) = (J.) ST (10.77)

Wir haben somit fiir die Zeeman-Aufspaltung in der j-Basis:
AE = (Hz) = (B-J) = upgjm;B (10.78)

mit dem Landé-Faktor
JU+D) +s(s+1)—1(l+1)

g7 =1+ — . 10.79
! 2j(j+1) (10.79)

10.3.2 Rotationsverhalten von Operatoren

Wir betrachten ein quantenmechanisches System mit einem Ket Raum, auf welchem Rotations-
operatoren U(R)® definiert sind. Die Operatoren U(R) bilden Kets auf rotierte Kets ab:

W) =U(R)[¥). (10.80)

Sei nun A ein beliebiger hermitescher Operator. Den rotierten Operator A’, definiert man indem
man vorraussetzt, dass der Erwartungswert im rotierten Zustand [¢)') mit dem Erwartungswert
des Operators A im urspriinglichen Zustand [¢) iibereinstimmt:

(WA ) = (] Al) (10.81)
Dies impliziert mit (10.80):
WIU(RTAU(R)[w) = (w|AlY) (10.82)
und man erhélt die Bedingung;:
A" =U(R)AU(R)'. (10.83)

Wir definieren R(7, ¢) als den Rotationsoperator, welchen einen quantenmechanischen Zustand
um die Achse 7 mit Winkel ¢ rotiert. Im Fall einer infinitesimalen Rotation ¢ — ¢, mit ¢ klein,
lasst sich der Rotationsoperator, wie folgt approximieren:

R(n,e) =exp(en-Q) ~T+en- Q. (10.84)
Mithilfe von —e€) = —%w -J, resultiert die folgende unitare Darstellung des Rotationsoperators:
UlR(w,e)] = I — %a.u J (10.85)

Unsere Bedingung (10.83) lautet somit

UAU' = (I—st~J>A<I+;5w-J> :A—%sw-JA+A%5w-J—I—...
3 ; (10.86)
= ZA-F%EW]‘ (AJJ —JjA).

Jj=1

und man hat

3 .
A =UADT = ZZH Ew][fl j} (10.87)

Wir sehen also, dass der rotierende Operator von der Art des Operators abhéngt, insbesondere
inwiefern der Operator A mit dem Gesamtdrehimpuls J kommutiert. Man unterscheidet somit
zwischen

®Bildet eine Darstellung der Rotationsgruppe SO(3).
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e Skalare Operatoren: kommutiert der Operator mit allen drei Komponenten des Gesamtdre-
himpulses, dann sind A und A’ in erster Ordnung Aquivalent. Man spricht somit von einem
skalaren Operator A, wenn

3
[J, Al =) [J;, Al =0. (10.88)

J

Operatoren welche diese Bedingung erfiillen nennt man rotationsinvariant.

Beispiel: Die Operatoren H, L?, 8%, J? p? x? sind Skalaroperatoren. |

e Vektorielle Operatoren: A ist ein vektorieller Operator, wenn die die drei Komponenten des
Vektors A = (A1, Ag, A3) die zyklische Eigenschaft

[Jj,Ak] = ih@jklAl (10.89)

erfiillen. Explizit lauten die Kommutatoren zum Beispiel fiir J,,
[Jo, Azl =0, [Jo, Ay =ihA,, [Js, A.] = —ihA, (10.90)
Es ist leicht einzusehen, dass sich der Ausdruck (10.87) fiir Vektoroperatoren zu
Al=A+ewx A (10.91)

umschreiben lasst.

Beispiel: Die Operatoren x,p, L, S, J sind Vektoroperatoren. |

A ) Anstatt A fiir Vektorielle Operatoren zu verwenden, werden wir sie ab jetzt mit V'
denotieren.

Wir wollen nun die Matrixelemente von solchen Operatoren in der j-Basis |j,m,[, s) untersu-
chen. In dieser Basis sind die Operatoren J? und J, diagonal.

Wir fiihren eine weitere Quantenzahl k ein, welche in der j-Darstellung irrelevante Quanten-
zahlen zusammenfassen soll (wie zum Beispiel n, 1, s). Wir verwenden somit in den kommenden
Abschnitten die kompakte Notation |k, 7, m) fiir die j-Basis.

10.3.3 Wigner-Eckart Theorem fiir skalare Operatoren

Ein skalarer OperatorA kommutiert mit allen Komponenten des Gesamtdrehimpuls J (und
somit auch J,). Um nun zu zeigen, dass A auch mit J? kommutiert (und somit die gleichen
Eigenfunktionen wie J? besitzt) betrachte man:

[J2,A] = [J-J,Al=J[J, A+ [J,AlJ =0, (10.92)

wo wir die Definition eines Skalaroperators (10.88) verwendet haben. Da A somit mit .J, und J?
kommutiert, teilen diese Operatoren die gleichen Eigenzusténde |k, j, m). Der Skalare Operator
ist somit in der Basis |k, j,m) diagonal und fiir die Matrixelemente folgt dementsprechend:

(k, 3, m| A, §',m"y = a;j(k, k'), 6mm (10.93)

Das bedeutet das die nicht-verschwindende Matrixelemente von (k, j, m|A|k’, j',m’) fiir einen
skalaren Operatore die Bedingungen j = j' und m = m/’ erfiillen miissen.
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10.3.4 Wigner-Eckart Theorem fiir vektorielle Operatoren
Wir fithren die folgenden Auf- und Absteigeoperator
Vi=V,xiV, und Ji=J,£1iJ, (10.94)
ein. Mithilfe der Kommutator-Eigenschaften eines vektoriellen Operators
[Ty Vil =0, [y, V] = ihVs,  [Jy, V2] = —ihV, (10.95)
erhalten wir weiterhin:
(o, Vi| = FRV,,  [Jy, Vi] = —ihV,, [J.,Vi] = £hVy. (10.96)
Mithilfe dieser kann man nun folgende Kommutatorregel zwischen Jy und Vi zeigen:
[Ji, Vi) =0, [Jx, Vg] = £2RV,. (10.97)

Da V, und J, vertauschen folgt, dass die Matrixelemente nur nicht verschwinden wenn m # m’
ist, d.h konkret:
<k:,j,m‘Vz|k:/,j,m> #0 nur fir m=m' (10.98)

Dies kann man auch anhand der Orhtogonalitit der Eigenzustédnde einsehen. Betrachte dazu
erneut die Kommutatoreigenschaft [J,, V1] = £hAVL folgt, dass

TV =ViJ. +hVy. (10.99)

Wendet man auf beiden Seiten der Gleichung den Operator (10.99) auf den Eigenket |k, 5/, m)
an, erhalt man

I (Ve |k, 5", m)) = Vad. |k, j',m") £ iV |k, 5',m") (10.100)

= (m' £ )a (V. |5/, m/ k') (10.101)

Dementsprechend ist Vi |k, j', m') auch ein Eigenvektor von J, zum Eigenwert (m/=+1)h. Damit

erhalten wir
(k,j,m|Ve |k j/,m") #0 nurfir m=m'+1, (10.102)

wo wir verwendet haben, dass zwei FEigenvektoren eines hermiteschen Operators J, mit unter-
schiedlichen Eigenwerten zueinander orthogonal sein miissen. Zusammenfassend erhalten wir
somit folgende Auswahlsregeln fiir einen Vektoroperator

Auswahlsregel fiir vektorielle Operatoren: Fiir die Matrixelemente eines vektoriellen Operators
V.
(K5, m'|Vilk,j,m) mit V;=(V;, V4, V_) (10.103)

gelten folgende Auswahlsregeln:

V,=Am=m—-—-m'=0
Vi=Am=m—m' =+1 (10.104)

V.—=Am=m-m'=-1

Verallgemeinerung, Jede Komponente von V ist eine Linearkombination von Vi, V_ und V..
Zusammenfassend

(k,j,m|V.|k,j,m") = a(k,j) (k,j,m|J|k,j,m")
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Da J4 und V4 vertauschen, gelte
<ja m+ 2, k|J+V+’jv m, k> = <]? m+ 2, k‘V+J+|Ja m, k> . (10105)

Fiigt man auf beiden Seiten dieser Gleichung zwischen den Operatoren J; und V. den Einheits-
operator

L= Y |5 m k)i m K| (10.106)

J'm/ K
ein, erhélt man den folgenden Ausdruck:
ST Gom A2,k Tl K (G m K Vel m, k)
k/7j/7m/

= Z (,m+2,k|Vy|i',m/, K'Y (7', m! K| T |5, m, k).

! 51 !
K’ ,3"m

(10.107)

Aus den Auswahlsregeln fiir V; und J folgt (nur von null verschieden, wenn k£ =k, j = j' und
m =m’ + 1), dass alle Terme ausser einem verschwinden. Wir haben dann

<k7.]7m + 2‘J+|k7j7m+ 1> <k,j,m+2‘V+|k,j,m>

. . . , (10.108)
= <k7j7m + 2|V+’k7.77m + 1> <k7]7m + 1’J+|k7]7m>

und somit

k,j 2 k,j 1 k,j 1 k,j
< aj-am—l_ |V+’ 7.]'7m+ > _ < 7.]'7m+ ’V+| 7.].7m> :(X+(j,]€). (10109)
<k7.]7m+2’<]+|k7j)m+1> <k7j7m+1“]+’k7.77m>

Wichtig ist, dass der Koeffizient a4 (k,7) nur von k und j, aber nicht von der magnetischen
Quantenzahl m abhéngen darf. Da die Matrixelemente von V. und J; ohnehin fiir Am =
m —m' # 1 verschwinden, kann man das obige Resultat (10.109) wie folgt etwas allgemeiner
ausdriicken:

(k,j,m'|Vy
Alle Matrixelemente von V. innerhalb des Unterraums H(j, k) sind mit der Grosse a4 (j,k)

(m- unabhéngig) proportional zu den Matrixelementen von J;. Analog lasst sich mithilfe von
[V_,J_] =0 zeigen, dass

k,j,m) = oy (4, k) (k, j,m|Jy |k, j,m") . (10.110)

<k7j7m - 1‘V—‘k7j7m>
<k7j7m - 1|J—‘k7j7m>

und man somit folgenden Ausdruck erhalt

=a_(j,k) (10.111)

(o k[ VZ|j,m k) = o (5, k) (G,m, k|-

gom' k). (10.112)

Zu allerletzt miissen wir noch die Matrixelemente von V, betrachen. Dazu verwende man die
Kommutatoreigenschaft —2AV, = [J_, V]| und erhilt:

—2h <k,j,m|Vz|k,j, m> = (khj?m"]—v-i- - V+J—‘k7j7m> (10113)
= 1/j( +1) — m(m + 1) (k, j,m + 1[Vi |k, j,m) (10.114)
- h\/](] + 1) - m(m - 1) <k7ja m’V+|kaj>m - 1> : (10115>

Mithilfe von (10.110) folgt dann:

Das analoge Ergebnis erhélt man wenn man mit dem Kommutator [Ji,V_] = 2AV, anfingt,
wenn man o4 mit a_ ersetzt. Man hat somit

(J[+(j, k) = a*(ja k) = Oé(j, k) (10117)
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10. Addition von Drehimpulsen § 3. Wigner-Eckart Theorem

und

<j,m, k“VZ|j,m', k> = a(j, k) <j, m, k‘JZ‘j,m’, k> (10.118)

mhd,,, ./

Jede Komponente von V ist eine Linearkombination von V,, V_ und V, und man erhalt somit
folgendes Theorem:

Wigner-Eckhart Theorem: Innerhalb jedes Unterraums #H(7j, k) sind alle Matrixelemente eines
Vektoroperators V' proportional zu den Matrixelementen des Gesamtdrehimpulsoperators J.
Als Vektorgleichung

<j,m, k“V}j,m', k> = a(j, k) <j,m, k}J‘j,m', k> (10.119)

Dies gelte jedoch nur innerhalb der Unterrdume wo ein festes j und k existiert.

10.3.5 Bestimmung des Proportionalitidtsfaktors

Wir fithren nun einen Projektionsoperator P(j, k) ein, der auf den Unterraum #H(j, k) projizieren
soll. Dieser geniigt der Eigenschaft

7, P(j, k)] =0, (10.120)
Dies kann gezeigt werden indem auf einen beliebigen Vektor der |7, m, k)-Basis die Kommutato-

ren [J,, P(j, k)] und [Ji, P(j, k)] angewendet werden.

Da nach einer Projektion unsere Operatoren V und J auf H(j, k) eingeschrankt sind, kann man
das Wigner-Eckhart Theorem (10.119) auch wie folgt schreiben:

| PUR)VPLK) = alj. PG.RITPGR). | (10.121)

Wir betrachten nun den Operator J -V, dessen Einschriankung durch P(j, k)J -V P(j, k) gegeben
ist. Wir haben dann

P(j,k)J -V P(j, k) =J - (P(j,k)VP(j,k))
= a(j,k)J*P(j, k) (10.122)
= a(j,k)i(ji + DR’ P(j, k),

wobei verwendet wurde, dass J im Unterraum mit bestimmten Eigenwert verbleibt. Damit haben
wir, fiir einen beliebigen normierten Zustand [); ;) des Unterraums #(j, k) folgendes Ergebnis:

(V)= (Ciwld - VItje) = a(, k)5 + DR (10.123)

Uns ist es somit gelungen einen expliziten Ausdruck fiir die Proportionalititskonstante (7, k)
zu erhalten. Setzen wir diese in die Gleichung (10.121) ein, so sehen wir, dass innerhalb des
Unterraums H(j, k) folgendes gilt:

(J-V)ip (J-V)in
V = IR = - Uy | 10.124
7, o124

3G+ 1r
Dies wird oft Projektionstheorem bezeichnet. Unabhéngig vom physikalischen System und
solange wir es nur mit Zustdnden desselben Unterraums H(j, k) zu tun haben, kénnen wir an-
nehmen, dass alle Vektoroperatoren proportional zu J sind.

Man kann nun folgende klassische physikalische Interpetation dieser Eigenschaft angeben: Wenn
j den Gesamtdrehimpuls eines isolierten physikalischen Systems bezeichnet, prézessieren alle
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10. Addition von Drehimpulsen § 3. Wigner-Eckart Theorem

physikalischen Grossen des Systems um den konstanten Vektor j. Insbesondere verbleibt fiir
eine vektorielle Grosse v nach Mittelung iiber die Zeit nur ihre Projektion v auf j, d.h. ein

Vektor parallel zu j: ]
v =125 (10.125)
J
Dies entspricht genau der beobachtbaren Gréssen, dhnlich wie die Proportionalitdtskonstante in

der Gleichung (10.121).

Zuriick zum urspriinglichen Beispiel des Zeeman-Effekts: Wir haben effektiv ausgenutzt, dass S
ein Vektoroperator ist, und daher auf dem entsprechenden Unterraum S = «(j, k)J aufgrund
des Wigner-Eckhart Theorems (10.124) folgendes gelte:

J-S JU+1) +s(s+1)—=1(1+1)

[ — J = AN J. 10.126
J(j + 1)h? 2j(j +1) ( )
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KAPITEL 11

Zeitunabhingige Storungstheorie

Bislang haben wir uns ausschliesslich mit exakt analytisch l6sbaren Systemen befasst. Bis auf ei-
ne geringe Anzahl an System ist es jedoch nicht moglich exakte Losungen fiir das Spektrum und
den Eigenfunktionen zu erhalten. Solche System werden mithilfe der Stérungstheorie behandelt.
Die Storungstheorie liefert Approximationen der wahren nicht-analytisch l6sbaren Eigenfunk-
tionen oder Eigenwerte. Man unterscheidet im Allgemeinen zwischen der zeitabhidngigen und
zeitunabhéngigen Storungstheorie. In unsere Vorlesung werden wir uns ausschliesslich mit der
zeitunabhingigen Stérungstheorie auseinandersetzen.

11.1 Rayleigh-Schrodinger Storungstheorie

Wir betrachten ein System welches durch den Hamiltonoperator
H = Hy + \H, (11.1)

beschrieben werden kann. Es wird angenommen, dass Hy der Hamiltonoperator eines exakt-
analytisch 16sbaren Systems sei. Das Spektrum E° und die Eigenfunktionen |ng):

Hy |no) = E° |ng) (11.2)

sind uns somit bekannt. Der zweite Term soll als eine Storung des exakt 16sbaren System ange-
sehen werden und ist im Verglelch zZu Ho klein (A sei parametrisch klein gewéhlt). Fiir unsere
Betrachtungen nehmen wir an, Hy und H; seien zeitunabhéngige Operatoren. Unser Ziel ist es
die stationiire Zusténde |n) des Hamiltonoperators H zu bestimmen:

H|n) = E,|n). (11.3)

Als Annahme trifft man nun, dass sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen in eine Potenzreihe
des Parameters A entwickeln lassen:

E,=E9 + X\EM + N2ED 4 (11.4)
n) = |no) + Aln1) + A% ng) + ... (11.5)

Wir kénnen hier nicht ausschliessen, dass die Energieeigenfunktionen nicht entartet sind. Haufig
ist diese Reihe nicht konvergent, in vielen Fallen ist sie aber eine asymptotische Reihe, d.h. die
ersten Terme geben dennoch brauchbare Ergebnisse. Wir unterscheiden zwischen:

e Konvergente Potenzreihe von f(x):

n o
I k_ k
i St =3
k=0 k=0
welches fiir ein |z| < § existiert, und eindeutig mit f(z) tibereinstimmt.
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11. Zeitunabhéngige Storungstheorie § 1. Rayleigh-Schrédinger Stérungstheorie

e Asymptotische Entwicklung von f(x):

z—0 ™

lim i(f(al;) — Zakmk) =0
k=0

welches fiir alle n € N gilt. Wir setzen hier also keine Konvergenz zu einer eindeutigen
Funktion heraus. Das Kriterium ist weniger streng,; es kann auch fiir divergente Potenz-
reihen ohne Grenzwert stimmen. Falls f(x) unendlich oft differenzierbar in z = 0 ist,
stimmt dies mit der Taylor-Reihe iiberein. Die Partialsummen sind hier also eine gute
Approximation fiir kleine x.

11.1.1 Nicht entartete Stérungstheorie

Wir entwickeln die Stoérungstheorie fiir nichtentartete Ausgangszustande |ng) des diskreten Tei-
les des Spektrums. Das bedeutet konkret wir verlangen, dass EY # EJ fiir n # k. Aus der
zeitabhingigen Schrodingergleichung

Hn) = E, |n) (11.6)
erhalten wir mit unserem Potenzreihenansatz die Gleichung:
(Ho+MH1) (Jno) + A 1) + A2 [ng) +...) = (BQ +AED ) (Ing) + X [n1) + A2 [ng) +...) (11.7)
Mit einem Koeffizientenvergleich fiir die verschiedenen Potenzen von A erhilt man fiir A% A, A2 . ..
A% s Holno) = EY [no)
A2 Hol|ny) + Hy|ng) = E
A Holng) + Hy ) = E

1

—~
—~

) no)
Y ng) + E2 |no)

0) Ini1) + E
) Ing) + E,

3
3

(11.8)

—~
—~

3
3

Alle ungestorten Zusténde |ng) setzen wir als orthonormiert voraus. Das bedeutet wir verlangen
das die ungestorten Eigenzustidnde |ng) mit dem gesamten Eigenzustand |n) normiert sind.
Daraus folgt, dass alle hoheren Beitrdge der Potenzreihe orthogonal zum ungestéren Zustand
sein miissen und somit folgendes gelte:

(nglni) =0 fir i>1 (11.9)

Storung Erster Ordnung
Wir betrachten die Korrektur nun in erster Ordnung. Multipliziert man die Gleichung
Ho |my) + Hy Ing) = EQ) [ny) + EY |ng) (11.10)
mit dem ungestorten Bra (ng|, erhdlt man den Ausdruck
(no| Ho [n1) + (no| H |no) = B (no|n1) + EX (ng|no) . (11.11)
Wendet man den Hamiltonoperator Hy im ersten Argument auf den Bra (ng| an, dann erhélt

man E9 (ng|n1), welches sich mit dem Term auf der rechten Seite kiirzt.

Stérung erster Ordnung: Fiir die nicht-entartete Rayleigh-Schrodinger Stérungstheorie lautet
die Storung in erster Ordnung
EW = (ng|Hy|no) . (11.12)

n

Die Energieverschiebung eines Zustandes ist in erster Ordnung dementsprechend gegeben
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I durch den Erwartungswert des gestorten Hamiltonoperators Hy im ungestorten Zustand |ng).

Entwicklung der gestorten Zustinde

Betrachtet man nun einen weiteren ungestorten Zustand |mg) mit m # n und multipliziert die
Gleichungt (11.10) mit (myg|, erhélt man den Ausdruck:

<m0]ﬁ0]n1> + <m0’ﬁ1’n0> = Er(LO) (mog|n1) + Er(Ll) (mo|ng) (11.13)
Da die ungestorten Eigenzusténde orthonormiert zueinander stehen, i.e (mg|ng) = 0 folgt

(mo|Hy|no) = (E®) — EO)Y) (mo|n,) (11.14)

n

(0) <

wo wir (mg Hy = Eb mg| verwendet haben. Da im nicht-entartetn Fall, zwei Eigenzusténde
nie die gleiche Energie besitzen diirfen, gilt Eﬁr?) #+ Eéo) fiir alle m und n. Der Term (E,(ID) — E,(S))
ist dementsprechend nie null und man kann die Gleichung (11.14) durch diesen Term teilen (Dies
ist natiirlich fiir entartet Zustédnde nicht unbedingt der Fall). Man bekommt

<m0]ﬁ1]n0>
<m0|n1) =T 0.
(B~ B)

Der Ausdruck (mg|n;) entspricht gerade dem Entwicklungskoeffizienten des gestorten Zustandes
|n1) in der Basis der ungestorten Energieeigenzustanden {ng, my, ... }. Da diese ein vollstandiges
Orthonormalsystem bilden, gelte

[nq) = Z Cm |mo), mit ¢, = (molny) (11.16)

m#n

(11.15)

wo wir in der Summe explizit nicht iiber m = n summieren, da wir die Normierung (ng|n;) =0
(siehe Gleichung (11.9)) voraussetzen. Die Anderung der Energieeigenzusténde |np) ist in erster
Ordnung somit

-~ (mo|H1|no)
In1) = Z B0 _ g0 Imo) (11.17)

m#n

Hat das Energiespektrum ebenfalls kontinuierliche Energieeigenwerte, dann muss die Sum-
me durch ein Integral ergénzt werden.

11.1.2 Einfaches Beispiel auf C?*

Wir schreiben H = Hy + AV mit

E® 0 0V
Hy = ol V= (11.18)
o £V vV oo
Diese einfache Problem koénnen wir natiirlich auch exakt 16sen. Aus det(H — E1). folgt
1
Eip = <E{°> +EQ &+ \/EEO) 0 4 4\v) 2) (11.19)
—1/2 AV
lth1) = (( V)? + (B1 — 0 (11.20)
E\ - E;

|th2) = ((A )2+ (By — EY) (11.21)
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Wir konnen dies in A entwickeln:

(AV)?

(0) 4
By =By + —g—— + O(X}) (11.22)
EY — B
1 AV
1) = +—o - +O(\?) (11.23)
0 El - E2 1
0 AV 1
1 El - E2 0
Insbesondere ist
1 0
[¥1) = und  [¢9) = (11.25)
0 1
und damit die Korrektur erster Ordnung
0 Vv 1
B = (tv]ud) = (1 o) =0 (11.26)
Vo 0
0 Vv 0
B8 = (viug) = (o0 1) =0 (1120
Vo 1

Die Korrektur der Wellenfunktion lautet somit

(W9VIyd)y [0 AV
1) = [09) ~ o — oy = — (11.28)
| | E%O) B E§0) 1 E%O) _ Eéo)
(Wevies) _ (1) -
|v3) = [¥3) = (11.29)
EéO) . EEO) 0 E%O) . Eéo)
Daraus folgt die Korrektur zweiter Ordnung zu EP) als
50 _ W) WIvied) VR (11,50
ST RuE A

Die Storungstheorie reproduziert also die Entwicklung der exakten Losung in .

11.1.3 Entartete Storungstheorie

Wenn man entartet Zustédnde hat, dann kann man im Ausdruck (11.17) nicht mehr gewahrleisten,
dass A
H

% <1, (11.31)

Ey’ — En
da der Nenner verschwindet aber der Zahler nicht. An diesem Punkt mag einer zur falschen
Schlussfolgerung kommen, dass man bei entarteten Zustédnden, die Rayleigh-Schrodinger Sto-
rungstheorie nicht anwenden kann. Es stellt sich jedoch heraus, dass dies nicht der Fall ist.
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Um dies einzusehen, kennzeichnen wir zunéchst die entarteten (ungestorten) Zustande mit

{Ino.i) Imoy) - } (11.32)

Der zusétzliche Index i nummeriert die Anzahl entarteten Zustdnden zur selben Energie. Fiir

einen p-entarten Zustand |ng) haben wir somit p-Zusténde |ngq), |nop) - - -, |[nop), welche die
Eigenwertgleichung

Hol|noi) = B9 |ngy), mit i=a,...p (11.33)

erfiillen. Jede Linearkombination

n0a) = Cia Inos) (11.34)
[

von entarteten Zusténde |ng;) bildet wieder ein Eigenzustand |ng o). Das Ziel ist es, solch ein
Basissystem |ng, ) zu finden, in welchem die Bedingung

(0.l H1|n0,6) = H{" b0 (11.35)

erfiillt ist, damit der Z&hler fiir alle Summenbeitriage bei denen der Nenner null ist, verschwindet.
Die Matrixelemente
- 1
Hyij = (noilHilno ) = (B5Y)i; (11.36)

bilden eine hermitesche Matrix und es folgt fiir die Matrixelemente in der geeigneten Eigenbasis

Hiap = <n0,a|ﬁ1|n0ﬁ> = ZCfaHujCjﬁ (11.37)
2%

Damit die Bedingung (11.35) erfiillt ist, muss dementsprechend folgendes fiir unsere Matrixele-
mente gelten
Z C;'kozHI,ijCjﬁ = Hl(a)(;alg (1138)
i,J
Auf den ersten Blick scheint es unmoglich solch eine Gleichung zu erfiillen, da Hy im Allgemeinen
nicht mit Hy kommutierten und es somit unmoglich ist Hy in der FEigenbasis des ungestorten
Hamiltonoperator |ng,) und der neuen Basis |ng;) gleichzeitig zu diagonalisieren (denn Glei-
chung (11.35) impliziert, dass aufgrund von (11.37), auch die Matrixelemente H; ;; diagonal sein
soll). Man sollte jedoch im Hinterkopf behalten, dass das Ziel nicht ist H, fiir alle Zustinde zu
diagonalisieren, sondern nur im Unterraum der entarteten Energieeigenzusténde zu festen Ener-
gieeigenwerten EﬁLO). Dort ist die zu f[o Untermatrix proportional zur Einheitsmatrix und es ist
moglich ein Basissystems zu finden, in dem Hy und H; beide diagonal sind.

Nach einer Multiplikation mit ¢;, und der Verwendung der Unitaritat

D chacip = bap (11.39)
7

> ciaCho = bij) (11.40)
(e

erhélt man folgende Eigenwertgleichung

ZHl,ijCjﬁ = Hl(ﬁ)czﬁ (1141)
J

Diese Gleichung hat nur eine nicht-triviale Losung, wenn die Sékulardeterminante verschwindet:

det (Hl,ij — Hl(ﬁ)dij) = 0. (11.42)
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11.1.4 Stark Effekt

Wir wollen als Anwendung der entarteten Storungstheorie ein Wasserstoffatom im elektrischen
Feld E = (0,0,F) = Ee, betrachten. Der resultierende Effekt nennt man Stark Effekt. Der
ungestorte Hamiltonian sei der Wasserstoffhamiltonian:

2 2

=P __° (11.43)

2m dweor

Wir wissen bereits, dass die Eigenzustéinde in nullter-Ordnung Stérungstheorie fiir den Wasser-
stoffhamiltonian mithilfe der Quantenzahlen n, [, m gekennzeichnet werden, denn

0 0
@lel) ) =00 L, 0,0) = Ru(r)Yim (0, 0). (11.44)
Die resultierenden Energiecigenwerte lauten:

) z:

E)) = —RHE (11.45)
Jedes dieser Energieniveaus ist n? entartet. Nur der Grundzustand mit n = 1 ist nicht-entartet.
Um das Problem somit vollstandig zu l6sen muss man sich mit der entarten und nicht-entartenden
Storungstheorie befassen. Als néchstes wollen wir noch die Stérung des elektrischen Feldes mit-
einbeziehen. Die Stérung kann als die klassische Potentielle Energie eines elektrischen Dipols im
elektrischen Feld aufgefasst werden:

A, = —p-E = eEz (11.46)

welches durch das Elektron und dem Kern gebildet wird. Wir wollen erneut annehmen, dass
A < Hy.

Stark Effekt im Grundzustand

Der Grundzustand |n = 1,1 = 0, m;) des Wasserstoffatoms ist nicht-entartet und man kann somit
die nicht-entartet Storungstheorie einsetzen. In erster Ordnung erhélt man folgende Energiever-
schiebung des Grundzustandes:

AEM = (1,0,0/H]1,0,0) = eE (1,0,0/H;|1,0,0) (11.47)

2
—eE/z‘wg?&O(r, 0,p)| dV (11.48)

Da z eine ungerade Paritdt besitzt und das Quadrat der Wellenfunktion einer geraden Funktion
entspricht, ist der resultierende Integrand ungerade. Dementsprechend ist das Integral iiber
den gesamten Raum null und es gibt somit keinen Stark Effekt in erster Ordnung fiir den
Grundzustand des Wasserstoffatoms. Die erste nicht-verschwindende Energieverschiebung ist
von zweiter Ordnung:

-~ .

1,0|H;|1,0,0) |2

AE?):e?E?Z’(”’ ! [’) 1 = A (11.49)
n=2 EI_ETL

Stark Effekt im n = 2 Zustand

Der n = 2 Zustand ist 4-fach entartet. Man hat einen 2s Zustand mit { = 0 und drei 2p Zusténde
mit [ = 1(m = £1,0). Das Ziel ist es somit den gestérten Hamiltonian im entartete Unterrraum
zu diagonalisieren. Ahnlich wie zuvor kann man sich erneut mit der Paritit der Wellenfunktion
erheblich Rechenarbeit sparen. Bei den Wasserstoffwellenfunktion wird die Paritit (—1)! durch
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die Kugelflichenfunktionen Y, ,,, festgelegt. Die Matrixelemente zwischen Zustanden mit gleicher
Paritat bilden einen ungeraden Integranden. Diese verschwinden dementsprechend. Die einzigen
nicht-verschwinden Matrixelemente sind somit die in welchen die Bra und Ket Argumente ver-
schiedene Paritéit besitzen; in unserem Fall die s und p Zusténde.

Weiterhin erhilt man aufgrund von [L,, 2] = 0 die Auswahlsregel m = m’, da z sich wie eine
Komponente eines Vektoroperators verhélt (siehe (10.104)):

0= (nlm|[L,z]|n'l'm") = (m —m/) {(nim|z|n'I'm') . (11.50)

Zusammenfassend erhélt man folgende Matrixdarstellung des gestorten Hamiltonoperators in
der entarteten Eigenbasis:

0 (2s|Hy|2p,m=0) 0 0
i = (2p, m = 0|H1|2s) 0 00 ’ (11.51)
0 0 0 0
0 0 0 0
mit den nicht-verschwinden Matrixelementen
(2,1,0|H1[2,0,0) = (2,0,0|H;|2,1,0)* ~ (2,1,0]2]2,0,0) # 0. (11.52)
Im Ortsraum lésst sich zeigen, dass
(2,0,0|H1|2,1,0) = (2,1,0|H;]2,0,0) = —3capFE (11.53)

Wir kénnen uns lediglich auf die 2 x 2 Matrix in der oberen linken Ecke konzentrieren. Die
Sékulargleichung (11.42) fiir die Matrix lautet:

—A —3eapl|
det 3eapE 3\ = (11.54)

und wir erhalten folgende Energieverschiebungen (Eigenwerte):
Mo =AEY = +3eapE. (11.55)

Man mag vielleicht bemerkt haben, dass die Stérung (11.46) die Rotationsinvarianz [L2, :c] #0
bricht und Zustdnde mit verschiedenen ! somit gemischt sind.

11.2 Brillouin-Wigner Stérungstheorie

Die Rayleigh-Schrodingergleichung hat den Nachteil, das man bei héheren Ordnungen oftmals
mit Miihe die Energieverschiebungen und Zustdnde berechnen kann. Ausserdem muss man den
entarteten Fall immer separat behandeln.

Wir wollen dazu das Storungsproblem etwas allgemeiner formulieren. Dazu setzen wir trotzdem
zundchst vorraus, dass die Energieniveaus nicht-entartet sind und man sich im diskreten Teil
des Spektrums befindet. Wir betrachten erneut das Stérungsproblem

H=Hy+XH;, mit H|n)=E,|n) und Hylng) = E |ng), (11.56)
wo wir wieder die spezielle Normierung

(noln) =1 (11.57)
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verwenden. Multipliziert man:
(Ho + AH1) |n) = Ey |n) (11.58)

von links mit dem ungestorten Zustand (ng|, erhélt man mithilfe von

(no|Ho|n) = E© (ngln) = EO, (11.59)
die exakte Energieverschiebung;:
E, — EO = (n|]AH|ng) = (no|\Hi|n) (11.60)

Man kennt hier natiirlich den Zustand |n) nicht. Man definiere zunéchst den Projektionsoperator
auf die ungestorten Zusténde:

~

B, = |ng) (no) . (11.61)

Aufgrund von der Normierung (11.57) folgt fiir den Projektionsoperator somit P, |n) = |ng). Py
projiziert also den vollen Eigenzustand auf den Zustand des ungestorten Systems. Wir definieren
weiterhin den Orthogonalprojektor:

Qn=1-PB, = Z |mo) (mo| (11.62)

m#n
. Beide Operatoren kommutieren mit Hoy:
[Pn,ﬁo} —0 und [Qn,ﬁo} —0. (11.63)

Jeder nicht-normierte n-te Eigenvektor lasst sich in eine Summe des ungestorten Zustands und
einem dazu orthogonalen Vektor |n| ) wie folgt zerlegen:

n) = |no) + [n). (11.64)

Aufgrund von (11.57) folgt dann (n|nt) = 0. Der Zustand |n) lisst sich somit in Abhingigkeit
der zwei Projektionsoperatoren schreiben:

[n) = [no) + Qn |n) = Py |n) + Qnn) . (11.65)
Wir formen zunéchst die Eigenwertgleichung des Storungsproblem geschickt um:
H|n) = (Hyp+ AHy) |n) & —Hy|n) = (—H + AH;) |n) . (11.66)
Multipliziert man beide Seiten mit D |n), wo D eine beliebige Konstante ist, erhélt man
(D — Hy) |n) = (D — H+ AHy) |n) = (D — E, + AH}) |n) (11.67)

Falls die Konstante D kein Eigenwert von Hy ist dann hat der Operator (D — Hyp) einen inversen
Operator (D — Hp)~!. Wir erhalten somit

1 .
n) = — (D — E, + \H) |n), 11.68
= 5 ¢ ) o) (11.68)

welches sich mit (11.65) folgendermassen schreiben lasst:

i) = [no) +Q”D_lﬁ10 (D — By + M) [n) . (11.69)
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Dies ist eine implizite Gleichung fiir |n) (der Zustand |n) tritt sowohl auf der linken als auch
auf der rechten Seite auf) welche man mithilfe eines literationsverfahren 16sen kann. Man erhélt
folgendes Schema:

|
ny = |no) + Qn D — E, + \H))|n
n) |o>QD_H( 1) n)
1 2 A 1 A (11.70)
= |no) + Qn———(D — E, + AH1) [n)y + Qn —(D — E,, + \H1)Qn |n
Ino) + Q D_HO( 1) [n)o +Q D_HO( 1)@n )

Unter Verwendung der Idempotenz Q2 = Q,, des Orthogonalprojektors, erhilt man folgende
Storungstheoretische Grundformel:

o0

) = 3 (@t QulD = Byt i) o) (11.7)

=0

Und die Energieverschiebung (11.60) lautet:

_HOQ (D — B, +)\H1)]l]n0) (11.72)

E,—EY) =" (no|AH, [Qn
1=0

Wir wissen jedoch noch nichts iiber das Konvergenzverhalten dieser Reihen. Da wir iiblicherwei-
se bei einem endlichen 7 abbrechen und somit eine asymptotische Naherung erhalten, wollen wir
uns nicht um die genaueren Details kiimmern.

Da wir mit Qn weg vom Zustand |ng) projizieren, sei im nicht-entarteten Fall auch die D = Ej, ©
erlaubt. Mit dieser Wahl der Konstante wird man wieder zur Rayleigh-Schrédinger Storungs-
theorie gefiihrt, wie man fiir die Zustandskorrektur erster Ordnung sehen kann:

In) = Ino>+QnE Qn( — Ep + AH}) |no) (11.73)
= [no) + Y Qn |m0> <moyE,gO> — E, 4+ AH|no) (11.74)
m#n
(mo|Hy|n
=[no) + Y Imo w (11.75)
m#n m

11.2.1 Brillouin-Wigner Stérungsreihe

Wiéhlt man die Konstante D = FE,, so ergeben sich die Storungsreihen der Brillouin- Wigner
Storungstheorie:

Z{Qn Qn)\H1} |no) (11.76)
E, - E% = z; (no|\H; [Q"En i o QuAH1 | |n0) (11.77)

Wir wollen zunéchst die Energieverschiebung bis zur zweiten Ordnung berechnen:

3 U E

Ey — EY) = (no|AH1|no) + (mo A1 Qn————QnAHi|no)
) T (11.78)

= (no|AH1|no) + ) (no|AH|mo) (m0|ﬁQn)\Hl|n0>
m n 0
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wo wir im zweiten Schritt die explizite Form des Orthogonalprojektors (11.62) verwendet haben.
Wendt man weiterhin den ungestorten Hamiltonoperator Hy auf den Zustand |mg) an, erhélt
man das Ergebnis:

N 2
’ (no|AH1|mqo)

B, — E) = (no|AHi|no) + Y

m#n

PR (11.79)

Analog kann man zeigen, dass man in erster Ordnung folgende Korrektur fiir die Zusténde hat:

(mo| \H 1 |no)
=+ 3 ) S

m#n

(11.80)

Der wesentliche Unterschied zwischen der Brillouin-Wigner Stérungstheorie und der Rayleigh-
Schrodinger kann man im Nenner der beiden Reihen einsehen. In der Rayleigh-Schrodinger treten
dort nur dieungestérten Energieeigenwerten auf, wobei in der Brillouin-Wigner die Differenz der
gesamten KEigenenergien F, und der ungestorten Energieigenwerte auftritt. In der Brillouin-
Wigner Stérungstheorie kann man somit oftmals Probleme mit Entartungen der ungestorten
Energieniveaus vermeiden.

Ein Nachteil der Brillouin-Wigner Storungsreihe ist es jedoch, dass man damit keine Tunnel-
effekte beschreiben kann. Wir haben nédmlich angenommen, dass die Wellenfunktion in den
Grundzustandsfunktionen entwickelbar ist. Die asymptotische Entwicklung entspricht der Tay-
lorreihe fiir holomorphe Funktionen. Im Ubergang in den klassisch verbotenen Bereich, geht die
Exponentialfunktion e*** T {iber, welche nicht mehr holomorph ist und somit nicht durch
die verwendete Entwicklung dargestellt werden kann.

zu e’

11.3 Wentzel-Kramers Brillouin Methode

Der einfachheitshalber betrachten wir erneut ein eindimensionalen Fall. Wir betrachten nun die
stationdren Zusténde eines Potentiales fiir grosse Energien, so dass wir kleine de-Broglie Wellen-
lénge erhalten tiber die sich das Potential merklich &ndert. Wie wir im Pfadintegralformalismus
sehen werden, muss man in der Quantenmechanik alle Wege aufaddieren. Wir werden sehen,
dass die WKB Methode Ahnlichkeiten zur Eikonalgleichung der Elektrodynamik, welche die
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen durch Lichtstrahlen anndhert, aufweist.

Fiir grosse Energien kann man lediglich den klassischen Weg nehmen und wir setzten somit eine
Wellenfunktion mit einer bestimmten Phase S(z) und Amplitude A an:

(z) = A(z)erS® (11.81)
Die Funktion S(z) entspreche einer klassischen Wirkungsfunktion
S(z) =+/2m(E — V). (11.82)

Setzt man unseren Ansatz in die zeitunabhingige Schrodingergleichung ein

h? 92
—%@1/1(37) = (E—=V(z))(z) (11.83)
erhalt man ) ) )
ds\? %S _ dAdS ,d2A
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In den verschiedenen Ordnung von A erhalten wir die Gleichungen:

o [dS)?
d2s 1dAdS
1y . —_—— =
Oy —5 =25 (11.86)
d?A
2 D —
o) : 5 =0 (11.87)

Die Differentialgleichung fiir die erste Ordnung in %, ldsst sich mithilfe von %bg( f) = %%

geschickt umformen:

ldz d?S 1dA 1 ds d
e . | — )= —log(A 11.
2dSd?  Ade ~ 2° (dl’) dz og(4) (11.88)
Es folgt somit
1 ds
—log| — log(A) = 11.
5 Og(dx) +log(A) =C (11.89)
und man erhélt o
A = . 11.
(*) = 35/du (11.90)

Aus der Bedingung (11.85) erhilt man nach leichtem integrieren:

xT

S(z) = :i:/x V2m(E - V(z'))de' = :I:/ p(z")da’ (11.91)

0

mit dem ortsabhéngigen Impuls

p(z) = 2m(E - V(x)) (11.92)

Die untere Grenze des Integrals liefert lediglich einen konstanten Phasenfaktor.

Bemerkung: Man kann leicht einsehen, dass der Exponent der resultierenden zeitabhidngigen
Wellenfunktion in niedrigster Ordnung der Néherung

¥(z,t) = Cy exp<; [i /: p(x')dx’ — EtD (11.93)

0

entspricht. Fiir Systeme mit erhaltener Energie, der klassischen Wirkung W entspricht:

W:/ p(x')dx’ — Et (11.94)
Z0

Fiigt man (11.90) und (11.91) in unseren Ansatz (11.81) ein, erhélt man folgendes:

Semiklassische Wellenfunktionen in der WKB-N&herung: Fiir Probleme in welchem die Wel-
lenlange sehr viel kleiner als die typische Léngenskalen des Problems ist, kann im klassisch
erlaubten Bereich E > V(x) als Wellenfunktion folgendes ansetzen:

Beal) = pl(x) [c+ exp(é /m : dz’ p(a;’)> +C exp<—;i /x j dz’ p(x/)>:| . (11.95)

wo C und C_ zwei komplexe Konstanten sind. Hier sind die Exponenten imaginédr und somit
oszillatorisch. Die Grosse p(x) ist der ortsabhéngige Impuls:

p(z) = 2m(E —V(x)). (11.96)
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Im klassisch-verbotenen Bereich E < V(x) sind die Losungen exponentiell aufsteigend- oder
absteigend.

— ﬁ [B_ exp(—; /x dx’/a(&:’)) + B, exp@ / da;’/i(:zz’))] (11.97)

Mit der Grosse
k(z) =v2m((V(z) — E) (11.98)

In beiden Fallen erkennt man, dass aufgrund des Nenners, im klassischen Umkehrpunkt £ =
V(x) die Wellenfunktion nicht definiert ist. Die WKB-Theorie ist somit nur weit von irgend-
welchen klassischen Umkehrpunkten, als eine physikalisch sinnvolle Ndherung anzusehen. Fiir
Bereiche in der Néhe der klassischen Umkehrpunkte muss man sogenannte Verbindungsgleichung
konstruieren.

Gebundene Zustinde und Bohr-Sommerfeld Quantisierung

Wir wollen ein Potential wie in der Abbildung (14.4) betrachten. Im klassisch-verbotenen Bereich

V(x)

AR
i

I T2

Abbildung 11.1: Ein typisches Problem mit gebundenen Zustédnden. Die WKB Approximation
eignet sich gut, ausser in den beschatteten Regionen um die klassischen Umkehrpunkten 1 = a
und xo = b. Um die Wellenfunktionen t; mit v;; und v ;7; mit 17 zu vereinigen, linearisiert
man das Potential in den beschatteten Regionen und 16st die Schrédingergleichung.

mit F < V() sind die Wellenfunktionen in der WKB Methode geddmpfte Exponentialfunktio-
nen, also zum Beispiel

Y(z) = Ii(x) [B— exp <_i11 /x: dx’/i(x’)” (11.99)

Im klassisch erlaubten Bereich II hingegen erhalten wir die oszillatorische Wellenfunktion:

() = pl(x) [c+ exp<; /x : da’ p(x/)> el exp<—; /x : da’ p(x/)>] (11.100)

In beiden Fallen £ < V oder E > V erhalte man zwei unabhingige Losung und die zwei kom-
plexen Koeflizienten Cy und C_ miissen aus den Randbedingungen bestimmt werden. Die in
Kapitel 3 gebrauchte Methode indem man die Koeffizienten der Wellenfunktionen zweier Re-
gionen durch den Grenzwert am Umkehrpunkt vergleicht, scheitert hier aufgrund der Divergenz
an den klassischen Umkehrpunkten a und b jedoch. Das Problem kann man umgehen, indem
man das Potential an den klassischen Umkehrpunkten linearisiert (erste Taylor-Ordnung). Wir
betrachten zunéchst erstmal lediglich den rechten Umkehrpunkt x = b. Dann lautet die Linea-
risierung des Potentials:

V(z) =~ V() + V' (b)(x —b) = E+V'(b)(z —b), (11.101)
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wo wir ausgenutzt haben, dass F = V(b) gelte, da b ja ein klassischer Umkehrpunkt ist. Die

V(x)
4 Linearisiertes
: . Potential
Umkehrpunkt \
\\ Flickregion
: : z
| — | —
. To = b .

Bereich 1T Bereich 1171

Abbildung 11.2: Linearisiertes Potential und Vereinigung der Wellenfunktion der klassisch er-
laubten und nicht-erlaubten Wellenfunktion.

Schrédingergleichung lautet fiir das linearisierte Potential:

Pp(z)  2m_,
- ﬁv (b)(xz —b)Y(z) =0 (11.102)
Mithilfe der Substitution:
2 ! 1/3

w=oalz—b) mit o= <m;/2(b)> (11.103)

lasst sich dies wie folgt vereinfachen:

d?4)(u)

R up(u) = 0. (11.104)

Die zwei-unabhéngigen Losung dieser Differentialgleichung sind die sogenannten Airy-Funktionen,
welche oftmals mit Ai(u) und Bi(u) gekennzeichnet werden. Diese sind Linearkombination der
Bessel-Funktionen erster Art zu den Ordnung +1/3:

s

) 1 [ 53 (s
Bl(u):; ; exp —g—l—su + sin g—I—sz ds (11.106)

In diesem Bereich zwischen den zwei Regionen I und II, welche man also sogenannte Flickregion
bezeichnet (siehe Abbildung (11.2)) ist die Wellenfunktion eine Linearkombination der zwei
Lésungen der Airy-Gleichung:

1 [ 53
Ai(u) = / cos<3 + su) ds (11.105)
0

Yr(u) = apAi(u) + brBi(u) (11.107)

An beiden Seiten dieser Flickfunktion, soll diese in die WKB-N&aherung tibergehen. Es soll allge-
mein gelten, dass x einerseits genug weit von b entfernt ist, dass die WKB-Methode anwendbar
ist aber immer-noch nahe genug an b ist, dass die lineare Naherung des Potentials noch gut ist.
Um eine Flickfunktion zu finden, welches uns erlaubt die zwei Regionen III und II miteinander
zu verkniipfen, betrachte man zunéchst die Grenzwerte dieser Airy Funktionen:
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e Fiir u > b (nicht-klassischer-Bereich) gehen die Airy Funktionen in die Grenzwerte

Ai(u) ~ 2ff Xp< 3/2> und Bi(u)gﬂ\iﬂexp@ 3/2> (11.108)

uber.

e Hingegen fiir u < b (klassischer-Bereich) erhalten wir:

Ai(u) ~ os<§u3/2 — 7r/4> und  Bi(u) ~ s1n<2u3/2 - Z) (11.109)

1
¢
VTu \f Vu
Fiir den Bereich III (also  >> b) miissen wir fiir die Wellenfunktion (11.99) noch das Integral
im Exponenten berechnen (wir sind immernoch nah genug an der linearen Approximation des
Potentials aber weit genug entfernt, dass die WKB-Methode giiltig ist). Die Grosse £ nimmt den
Wert:

= 2m(V(z) — E) =~ /2mV'(b)(z — b) (11.110)

an und somit gelte fiir das Impulsintegral:

1 z / / 2 2m{/ ,(b) 3/2
- X (1.17 - - — X — . 11111
h/b (@) 3 h2 (= =) ( )

Setzt man diesen Ansatz in die WKB-Néaherung (11.99) fiir den Bereich III ein ergibt sich:

e B_ o[ 2. [2mVI®) o
wIH()_{‘/QmV’(b)(x—b) p( s\ 7@ ) (11.112)

Fiir die Flickfunktion erhalte man aufgrund der Grenzwerte (11.108) die Linearkombination

’LbF(w) — ap exp (_2 2771:;2/([))($ _ b)2/3> + ( M(w o b)2/3

br
Vil

2Vmy 3 h?
(11.113)
Ein Vergleich der zwei Funktionen liefert uns folgenden Koeflizienten fiir die Flickfunktion
4
ap = —B_ und bp =0 (11.114)
@

Fiir x < b lautet das Impulsintegral dann

i [t i [2mV!
=2 P e

und unsere Flickfunktion nimmt in diesem Bereich folgende Form an:

2 27 2
= (30 ) st () sem(Eve )]
(11.116)
wo wir im zweiten Schrit die Euler Formel verwendet haben. In diesem Fall liefert der Koeffizi-

entenvergleich

Vv 2mV'(b) —in/4 _ v/ 2mV'(b) in/4
Te und C_ = CLFWE

und die Wellenfunktion im Bereich II nimmt die Form:

Vr(z) = ;3”;@ cos(1 /xp(x')dx' - Z) (11.118)
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Ebenso kann man mit dem anderen Umkehrpunkt verfahren und erhalten dort entsprechend die
folgende Funktion fiir den Bereich II:

, v/ —2mV’(a) | N
Yp(x) = GFW COS(h/a p(a’)dx” + 4> (11.119)

Es ist klar, dass diese beiden Losung miteinander tibereinstimmen miissen und somit die zwei
Konstanten C' und C’ gleich sein miissen, also

Yo/ 2mV’ (a) = v/ —2mV" (b) (11.120)

Die Integrale miissen die Bedingung;:

L pahar — ™) = L pahde + 7
cos<h/a p(z')dz 4>—j:cos<h/b p(a:)d:z+4 (11.121)

erfiillen. Das heisst expliziter:

1 [* 1 [*
/ p(x')dz’ = / p(z’)dz’ + nr + E, mit n € Np. (11.122)
R/, i Jy 2

Nimmt man das Integral auf der rechten Seite auf die linke Seite (betrachte — [¥ = f;) und
multiplizert die Gleichung mit 7h, erhélt man

/abp(a:)dx = h (n + ;) : (11.123)

Fiir eine vollstdndige Periode der klassischen Bewegung, ausgehend von a nach b und wieder
zuriick

fp(w)dm = 2/abp(x)dx, (11.124)

wird man zur Bohr-Sommerfeld Quantisierungsregel:

j{p(m’)dx = 27h (n + ;) (11.125)

gefiihrt, welche fiir grosse n gilt (da wir in der WKB Methode hergeleitet haben, dass der
Exponent in der Wellenfunktion eine grosse Zahl sein muss). Aus dieser Quantisierungsregel,
kann man die erlaubten Energieniveaus der Bindungszusténde bestimmen. Fiir den Fall, dass n
gerade ist, folgt C' = C’" und C' = —C’ wenn n ungerade ist.

Tunneleffekt

Wir betrachten den Fall in welchem die Energie des Teilchens zwischen den Intervallsgrenzen
a und b kleiner ist als das Potential V(x) (sieche Abbildung (11.3)). Die WKB Methode eignet
sich besonders (wenn es angebracht ist) zur Berechnung von Transmissionwahrscheinlichkeiten
bei komplizierten (nicht-rechteckigen) Potentialen, wie zum Beispiel in der Graphik (11.3) dar-
gestellt ist.

Unser Ziel ist es nun, die Transmissionwahrscheinlichkeit T" zu finden dass ein von links eintreffen-
des Teilchen (ebene Welle mit Amplitude A) den Potentialwall durchtunnelt. Als Wellenfunktion
setzt man somit:

Ae'k® 4 Be~ike fir z<a
1 1 b / / 1 b / / o2
(@) = —— |Crexp| —= [ da'k(z) ) + C_exp| = [ da'k(z’) fir a<z<b
:‘f(-f) h a h a
Fetke fir >0
(11.126)
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Abbildung 11.3: Ein Teilchen der Energie E' durchtunnelt einen Potenzialwall V(x). Bei a und
b sind die klassischen Umkehrpunkte fiir ein Teilchen, das von links bzw. rechts kommen wiirde.

an. Die Transmissionwahrscheinlichkeit in der semiklassischen Néherung lautet dann:

2 b
T =~ |’Z((Z))|’2 N exp(—;/ de /2m(V (z) — E)). (11.127)

11.3.1 Tunneleffekt im a-Zerfall

Das Potential fiir ein a-Teilchen im Coulomb-Potential des Kerns lautet:

2
2Ze” _ 7 fir r>R
V(r) =g 4megr 7 (11.128)
V(ir)=0 fir r<R

Der Radius R ist hier der Kernradius. Der Potenzialverlauf ist in der Abbildung (11.4) zu
sehen. Der Punkt r. definiert den Punkt an welchem die Energie gleich dem Potential ist, also

.— Coulomb-Abstossung

Kernkrafte

Abbildung 11.4: Potential eines Alpha-Zerfalls

E = V(R). Dieser lautet
Ze?

N 27‘1’60

mit (11.129)

Te =

(=2
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und die klassischen Umkehrpunkte in diesem Beispiel sind dementsprechend R und r.. Die
WKB Methode lasst sich somit im Potentialbereich R < r < r. anwenden. Die Transmission-
wahrscheinlichkeit nimmt dann die Form

2 R
T ~ exp (-h/ 2m (% - E)dr) (11.130)

R
= exp <—Z\/2mE/ ,/% - 1dr> (11.131)

an. Das im Exponenten auftretende Integral I ldsst sich mithilfe der Substitution

M- sin?(u), und dr = 2r.sin(u) cos(u)du (11.132)

TC
16sen. Substituiert man weiterhin u, = arcsin(R/r.), erhdlt man
/2

/2
I= —%\/ 2mE/ cos?(u)du = 4—;;0\/ 2mE B(u + sin(u) cos(u))] (11.133)

27, T . R R R

Mit der Naherung R < r. und somit R/r. < 1, lasst sich arcsin<\/ R/rc> ~ \/ R/q. ansetzen

und wir erhalten
T, R
2 Te

2 2mE
T:exp<_7“chm

) (11.135)

4./rcN2mER vVomE
:exp( fe hm _ T hm ) (11.136)
Fiigt man den Ausdruck (11.129) in die obige Gleichung ein, erhdlt man
4 Z V2mZe? 1
T~ expl 26, [T V2mZe . (11.137)
h TED 2hey VE
Definiert man die zwei Konstanten
V2me? _ 4 ZR
B =Y 737 und By = — 2R L 5,723 (11.138)
2h€0 h TEQ

welche von der Ordnungszahl Z des Kerns abhéngen, erhalte man schlussendlich die Tunnel-
wahrscheinlichkeit eines Alpha-Teilchens:

T(E) ~ exp<—§% + 52> mit By = 12, B ~ BZ*/3 (11.139)

Diese hange somit bei einem gegeben Kern lediglich von der Energie des Alpha-Teilchens ab (Da
die Ordnungzahl dort konstant ist).

Um aus der Tunnelwahrscheinlichkeit auf eine Lebensdauer zu schliessen, stelle man sich vor,
dass das a-Teilchen im Kern mit einer Geschwindigkeit

2F
vy — (11.140)
m
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zwischen den zwei Potentialwdnden hin und her springt und bei jedem Stoss mit der Wand mit
der Wahrscheinlichkeit T'(E) durch die Barriere durchdringt. Die Zeit zwischen Wandstossen ist

somit 9R
to = —. (11.141)

v

Um den Potentialwall zu durchtunneln bendtigt das a-Teilchen im Mittel 1/7-Stosse. Es ist
somit angebracht die Lebensdauer 7 folgendermassen zu definieren:

to
~ —. 11.142
= (11.142)
Bilde man den Logarithmus davon und verwendt den Ausdruck (11.139), erhélt man:
2 2z
In(7) = f1—= — B Z°/° + In(ty), (11.143)

VE

in guter Ubereinstimmung mit experimentellen Beobachtungen.

11.4 Variationsverfahren

Wir nehmen an wir mochten die Grundzustandsenergie eines Systems berechnen, wissen aber
nicht wie man die Schrédingergleichung fiir unseren Hamiltonoperator H 15sen kann. Wir neh-
men irgendeine Funktion |¢), am besten eine gut geratenen, und wollen zunéchst den Erwar-
tungswert <g0|lEI |p) auswerten. Wir schreiben diesen Zustand |p) als eine Linearkombination der
Energieeigenzustéinde des Systems

o) =D cnlon) und (o = ch (oml- (11.144)

n m

Mit der Orthogonalitdtsbeziehung der Energieeigenzusténde folgt dann:

(plH|p) = Zcin (pm|H|en) = ZCTnCnEndmn = Z ‘Cn‘QEn- (11.145)
m,n m,n n

Die Grundzustandsenergie ist die kleinste Energie und man kann somit wie folgt den Erwar-
tungswert nach oben abschétzen

(lH|e) = len*Er = E1 (gle) (11.146)

wo wir 32, |en|? = |l¢||> = (¢|g) verwendet haben. Man erhélt somit

q
B, < WlHle) (11.147)

T {ele)

Wenn man also eine grobe Vorstellung hat wie der Grundzustand aussieht kann man durch
geeignete Wellenfunktion die Grundzustandsenergie somit abschétzen.

11.4.1 Grundzustandsenergie des Heliumatoms

Als Anwendung des Variationsverfahren wollen wir die Grundzustandsenergie des Heliumatoms
berechnen. Das Heliumatom besteht aus zwei Elektronen und Ze-Protonen und der Hamilton-
operator lautet:

) ) 2 2 2
N Ze Ze e
I

- =Hi+Hy,+V, 11.148
2m  2m  4mwegr1  4megra + dmegle) — X2 1+ H2 + Vee ( )
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11. Zeitunabhéngige Storungstheorie § 5. Hellman-Feynman Formel

Als Variationsansatz verwendet man die Wasserstoffwellenfunktion im Grundzustand, welche im
Ortsraum wie folgt lauten

3/2
w(ail,:ltg) = 1/)17070(1111)7#170’0(.’132) mit wloo(:lli) = i (Z*) efZ*n-/aB_ (11.149)
VT \ap
Als Variationsparameter verwende man hier die effektive Kernladungszahl Z*, welche die Ab-
schirmung des elektrischen Feldes infolge der Elektronen berticksichtigt (Jedes Elektron spiirt
im Mittel eine schwéchere Kernladung). Nach dem Variationsverfahren miissen wir zunéchst den
Erwartungswert (¢|H (1) berechnen und daraus das Minimum fiir die effektive Kernladungszahl

Z* bestimmen. Das Ergebnis lautet:
. 5 27 . .
7t =7 — 6= 16 mit Z = 2 (Parahelium) (11.150)

und man erhélt somit folgende approximative Grundzustandsenergie:
E ~ —5.7Ry (11.151)

Experimentell wurde diese Energie bei etwa —5.8 Ry gefunden.

11.5 Hellman-Feynman Formel

In der Rayleigh-Schrodinger Strorungstheorie und dem Variationsverfahren muss man irgend-
wie Erwartungswerte berechnen kénnen. Mithilfe des Hellman-Feynman Theorem kann man in
manchen Fillen, diese direkte Berechnung geschickt umgehen.

Habe man zur Berechnung der Erwartungswerte Terme welche von Ableitungen des Storungs-
hamiltonians abhéngen, dann kann man sich die Hellmann-Feynman Formel zur Hilfe nehmen.

Wir wollen aber erst einmal einen allgemeinen Fall betrachten in welchen der Hamiltonoperator
neben den dynamischen Parametern (zum Beispiel, z und p) auch von einem kontinuierlichen
Parameter 1 abhéangt. Dann besagt, dass Hellmann-Feynman Theorem folgendes:

0E,  OH
o (11.152)

wobei |n) eine normierter Energieeigenzustand ist, welcher zusétzlich auch implizit vom Para-
meter 17 abhéngt.

Beweis: Fiir den Beweis nehmen wir an, dass die normierten Wellenfunktionen |n) Eigenfunk-

tionen des Hamiltonoperators H sind:
E, = (n|Hn) mit (njn)=1 (11.153)

Der Beweis folgt aus der Produktregel fiir die Erwartungswerte. Da wir angenommen haben,
dass die Eigenzusténde implizit auch vom Parameter i abhéngen, folgt:

OE 0 N
3 = o (n|H|n) (11.154)
9 (n| d|n)

0H
= — —_— 11.1
S o)+ (nl ) + (o] (11.155)

on
Fiir den ersten und dritten Summanden in der zweite Zeile wendet man den Hamilton Operator
nach rechts und links an und erhélt:
OF 0 (n| OH d|n)

n =E, an In) + <n|a—nln> + E, (n o0 (11.156)
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11. Zeitunabhéngige Storungstheorie § 5. Hellman-Feynman Formel

Den ersten und dritten Summanden kann man wieder mit der Produktregeln zusammenbringen

OE, . O OH
o = By (nn) + (n|=—|n) (11.157)

Da die Zustédnde |n) normiert sind folgt das der erste Term auf der rechten Seite aufgrund
der Ableitung verschwindet und wir erhalten das Hellman-Feynman Theorem. Der Beweis kann
analog mit einem beliebigen nicht-normierten Energieeigenzustind durchgefithrt werden mithilfe
der Berechnung von

OE, 8 (n|H|n)
_ 11.158
on  On (n|n) ( )

mithilfe der Quotientenregel. O

11.5.1 Berechnung von <r‘2>nl im Coulomb Potential

Als Beispiel betrachtet man die radiale Schrédingergleichung fiir wasserstoffahnliche Atome:

. 2 d®> R +1) , Ze?
M=y qa T gz V) mit V() ==, (11.159)

welche vom Bahndrehimpuls [ abhéngt. Anstatt den Bahndrehimpuls [ diskret zu betrachten,
verallgemeiner wir ihn als eine kontinuierliche Variable und erhalten:
oH, R

o =532+ ). (11.160)

Das Hellman-Feynman Theorem erlaubt es uns dann den Erwartungswert <1 / r2> in einem Cou-
lombpotential / Wasserstoffatom zu berechnen. Verwendet man die Wasserstoffwellenfunktionen
[n) = |¥n), ergibt sich mit dem Hellman-Feynman Theorem:

(i) = 2 0 2, (11.161)
_ 27;;2[116;" (11.162)
:?%Lai”%;b mit En:—inH = 862" 2nZ32RH (11.163)

2
_ 4}?2111% (11.164)

Im Berechnen der Ableitung dn/0l haben wir implizit angenommen, dass die beiden Quanten-
zahlen voneinander abhéngig sind. Die Losung werden so variiert, dass die Anzahl an Knoten-
punkten der Wellenfunktion konstant bleibt. Die Anzahl an Knotenpunkten erhélt man mithilfe
von n — [+ 1 und es gelte somit On/0l = 1. Der Ausdruck lasst sich mithilfe des Bohrradius ap
in eine etwas schonere Form bringen:

1 Z?
<73> - ST (11.165)

Bemerkung: Dieses Verfahren lésst sich im allgemein zur Berechnung von allen Erwartungs-
werten (r~®) mit o € N verwenden. Die explizite Berechnung sei dem Leser als Ubung
iiberlassen.

174



KAPITEL 12

Korrekturen zu atomaren Spektren

Als ungestorten Hamiltonian werden wir in diesem Kapitel ein Elektron mit Spin im Coulomb
Potential (Zentralpotential) betrachten:
. p2 262

Hy = - 12.1
0 2me  4megr ( )

Der zweite Term stellt die elektrostatische Wechselwirkung zwischen dem Elektron und dem

Kern dar. Die Eigenwerte

2 2
mec® o 2% VA

sind 2n2-fach entartet (wie wir bereits aus Kapitel (7) wissen). Der Zustand mit dem Spin des
Elektrons lautet dann

E,=—

1 1
[Ynim) ® ‘2,:|:2> (12.3)

Aus sehr hochauflésender spektroskopischer Experimente ging historisch hervor, dass obwohl der
Hamiltonoperator (12.1) die grobe Struktur definiert, man einige resultierende Effekte nicht her-
vor sagen konnte. Die meisten in diesem Abschnitt behandelten Stérungen, bzw. Korrekturen,
sind sehr viel kleiner als Hy und lassen sich somit mit der in Kapitel (11) erarbeiteten Storungs-
theorie behandeln. Als Ansatz werden wir somit (auch wenn nicht immer explizit hingeschrieben)
den gesamten Hamiltonoperator

H=Hy+ H;, mit H;: Storung (12.4)

betrachten. Da die Energieeigenwerte E,, des Hamiltonoperators Hy in der Grossenordnung ~ a?

sind, suchen wir nach Korrekturen in den hoheren Potenzen von o, also o, a?, . ...

Wir werden uns in diesem Kapitel mit zwei Aufspaltungen befassen, die sogenannte Feinstruk-
tur und Hyperfeinstruktur des Wasserstoffatoms. Da wir hauptséchlich im Orstraum arbeiten
werden konnen wir fiir die Wasserstoffwellenfunktion die Form (7.116) verwenden.

Feinstrukturaufspaltung
e Spin-Bahn Kopplung ~ S - L
e Relativisitsche Korrekturen der kinetischen Energie ~ p*
e Darwin Term ~ o

In der Hyperfeinstruktur betrachte man weiterhin, die

e Wechselwirkung des Elektronspins mit dem Atomkern
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 1. Spin-Bahn Kopplung

12.1 Spin-Bahn Kopplung

Die Spin-Bahn Kopplung ist ein Phdnomen in welchem das magnetische Moment des Spins
mit dem durch den Drehimpuls erzeugten Magnetfeld wechselwirkt. Dieser Effekt unterscheidet
sich somit vom Zeeman-Effekt, welches durch ein externes Magnetfeld verursacht wird. Wir
wollen zunéchst diese Wechselwirkung heuristisch herleiten (die genaue Behandlung des Zeemann
Effektes kann man streng genommen nur mithilfe der Betrachtung von relativistischen Effekte
vollziehen). Fiir ein Punktteilchen mit konstanter Geschwindigkeit folgt aus dem Biot-Savart
Gesetzt:

1
B=-uxE (12.5)

wo F fiir das elektrische Feld des Kerns steht. Man sagt auch, dass das im FE-Feld des Kerns be-
wegende Elektron das Magnetfeld B spiirt. Der intrinsische Spin des Elektrons erzeugt ebenfalls
ein magnetisches Moment:

S ) eh
M= —gsppy Mt pp = 5o und g5 =2 (12.6)
und koppelt an das erzeugte Magnetfeld, wie folgt
Hsp=—p,-B = S-(vxE) (12.7)

MeC?

Mithilfe der potentielle Energie im elektrostatischen Potential ®(r), V() = e®(r) ldsst sich das
elektrische Feld des Kerns folgendermassen berechnen:

eE =-VV = —f"QV(r). (12.8)
or
Fiigt man diesen Ausdruck in die Gleichung (12.7) ein und beachtet die Antikommutativitét des
Kreuzproduktes, erhélt man
10

'mecQS (r x U);EV(’I”) (12.9)

Hsp =

und mit der Definition des Drehimpulses L = 7 X p = 1/m,r x v folgt weiterhin

w1 10V(r)
Hsp = m2c2r Or

L-S. (12.10)

In einem Ein-Elektron System, wie zum Beispiel Wasserstoff oder Wasserstoff Ionen, herrscht
das Coulomb Potential

VA 2
V(r)= € mit Ze: Kernladung. (12.11)
dmegr
und man hat
H <z L Sx~L-§ (12.12)
_———————— . m —_— . . .
5B 7 drm2cegr’ 3

Das obige Resultat stimmt bis auf einem Faktor 1/2 mit der Korrekturen mathematischen Be-
handlung iiberein!. Mithilfe dieser Korrektur ergibt sich der korrekte Spin-Bahn Kopplungs Ha-
maltonian:

e2Z

Hsp=——=5—3
8rm2ceqr3

1
L-So—L-S (12.13)

Wir sind nun in der Lage, dass Problem storungstheoretisch zu behandeln. Dazu betrachten wir

H = Hy+ Hgp (12.14)

!Die Diskrepanz stammt aus einem relativistischen Effekt, der sogenannten Thomas Prizision
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 1. Spin-Bahn Kopplung

wo Hy der ungestorte Coulomb Hamiltonoperator (12.1) ist. Wie bereits in Kapitel (11) erwéhnt,
kann man zwei verschiedene Figenkets verwenden um diesen Hamiltonian zu diagonalisieren.
Diese lauten:

(j) — Basis :  Eigenkets von L?, 8% J?, J, (12.15)

(I,s) — Basis :  Eigenkets von L? 8% L., S, .
Fiir Hy sind die beiden Basen zufriedenstellend, da der Hamiltonoperator mit jeden dieser Ope-
ratoren kommutiert und somit die gleichen Eigenvektoren besitzt (i.e Hy ist in beiden Basen

diagonal). Fiir den Stérungsterm Hgp kann man sich jedoch leicht davon iiberzeugen, dass
aufgrund von

S-L= %(JQ —L*- 8% (12.16)

dieser nicht mit L, und S, kommutiert. Fiir unser Stoérproblem ist es somit sinnvoll in der (j)-
Basis zu Arbeiten. Es erweist sich prinzipiell als mathematisch hilfreich in der Basis zu arbeiten
welchen den Storungsterm direkt diagonalisiert, da im entarteten Unterraum die nicht-entartete
Storungstheore (11.12) in erster Ordnung mit der entarten Storungstheorie tibereinstimmt. Die
Energiekorrektur (in erster Ordnung) aufgrund der Spin-Bahn Kopplung, in nicht-entarteter
Storungstheorie, ist dann lediglich:

. 1. - 1.
AES% = (Hgg) = (n,l,s = i,j,mj]HSB]n,l,s = §,j,mj> (12.17)
Zur Berechnung dieses Erwartungswertes verwende man die Entwicklung (12.16) des Produktes
S - L. Wir wissen bereits aus Kapitel 10, dass fir die Addition eines Spin 1/2 (Elektron) und
einem Drehimpuls (in diesem Fall der Drehimpuls der Kern Protonen/Neutronen), die einzig
moglichen Werte j = [ + 1/2 sind. Mithilfe von

1 . 1 1
lv?a]amj

2
5(J2 — L? — S|, Q,j,mj> = % {j(j +1)—1(1+1) - i} (12.18)

ergeben sich fiir unsere zwei erlaubten Werte j =1+ 1/2 und j = [ — 1/2 die folgende Matrix-
elemente:

1 1 1 1. Rz 1
<z, 5,l+ 301 5(J2 — L? - 8%)]1, 2,],mj> = 51 fir j=1+ 3 (12.19)
1 1 1 1 . h? . 1

Bemerkung: Die Eigenwertgleichung fiir das Produkt S - L lautet somit:
1 1 h? l 1 1
-L|l+ = —)=— + = — 12.21

Fiigt man diese Ausdriicke in Gleichung (12.17) ein, erhalt man

1 1 1 Rn?e?z l 1
- =)= —————— — . (12.22
97" 72> 2m2c? 2 4meg < —1-1 ) <r3>nl ( )

Verwendet man weiterhin (siche Abschnitt (11.5.1))

1 1] -

i _ z3 _ m3c3adZ3 (12.23)
r3) o a@ndl(l+1/2)(1+1) e+ 1/2)(1+1) '
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 1. Spin-Bahn Kopplung

dann erhalt man folgende Energiverschiebung in erster Ordnung aufgrund der Spin-Bahn Kopp-
lung;:

AFE

274t [ fii i =14+1/2
(1) mec=Z*a { ir J +1/ (12.24)

SB T A3+ 1/2)(1+1) | —(1+1) fir j=1—1/2

Die Verbindung mit der (I, s)-Basis findet man indem man sich an die Gleichungen (10.60)
und (10.62) (hier nochmals aufgelistet):

1 1 [l4m;+1/2 1, 11 I—mj+1/2 1, 1 1
I+ msl.ZV=/—2 2. — = -z I R ms 4+ = - _Z
| +2amja 72> 20+ 1 |7m] 2>® |272>+ 20+ 1 |7mj+2>® ’2a 2)

1 1 I —m;+1/2 1. 11 I+m; +1/2 1. 11
l—Zm.: ]l ZV=—y/— " m. — = - - L et S A WP Hal -z
1= 5mlg) a1 PR @l g bt elsg)

erinnert. Es soll nochmals betont werden, dass zusétzlich zum gestorten Hamiltonian, diese Zu-
stdnde auch Eigenzustinde des 2n2-fachen entarteten ungestérten Hamiltonoperator Hy sind.
Streng genommen sind wir in unserer Notation fiir die Zustédnde etwas ungenau gewesen. Fiir das
Storproblem (12.14) muss man die des ungestoérten Hamiltonoperator JEIO relevante Quantenzahl
n ebenfalls mit in die Basiskets einbeziehen (|j, m;,1/2,1) — |n, j,m;,1/2,1))). Da die Quanten-
zahl n jedoch fiir den Storterm Hgp irrelevant ist haben wir diesen weggelassen.

Bemerkung: In Ortsdarstellung lauten die FEigenzusténde

1 1 1

1 11
(z|n,l £ §,mj,l, §> = OéiRnl(T)Yl,m]-—lm(%e) : <m|§7 5) + Rnl(T)Yimﬁl/Q(e, ®) - <$‘§7 —§>

wo wir die Clebsch-Gordan Koeffizienten:

L iEmy 12

Da beide Operatoren S und L von Grossenordnung # sind, erhalten wir aus dem Ausdruck (12.13),
folgende Grossenordnung fiir den Spin-Bahn Storterm:

haben.

A ez K2

Hgp ~ (12.26)

m2c2 r3’

Der ungestorte Wasserstofthamiltonian Hy ist von der Grossenordnung e?/r und wir erhalten
folgendes Verhéltnis zwischen den Grossen

Hsp  €h*/m?c*R®  R?

= 2 T m22R2
H, e‘R mic‘R

(12.27)

wo wir 7 mit R, dem typischen Radius im Wasserstoffatom ersetzt haben. Bekannterweise ent-
spricht R dem Bohr Radius ag = A%/m.e? und wir erhalten somit

SB S 12.2
Hy e - ¢ 137 ( 8)

Der Einfluss der Spin-Bahn Kopplung auf die Energieeigenwerte ist somit zwei Feinstrukturkon-
stanten kleiner als der Einfluss der Coulomb Wechselwirkung im ungestérten Hamiltonian.
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 2. Relativistische Korrekturen

12.2 Relativistische Korrekturen

Anstatt den klassischen Ausdruck der Energie zu verwenden, wollen wir die relativistische
Energie-Impuls Beziehung

p> 1 p!

1
2me  8m3c2

p2c2 + m2ctw ~ mec® + (12.29)

betrachten. Neben der Ruheenergie (m.c?) und der nicht-relativistischen kinetischen Energie
(p?/2me), hat man zusitzlich auch einen Term —p*/8m2c?. Wir erhalten somit folgenden rela-
tivischen Storterm:

- 1 (p?)?
Hp = —3 32 (12.30)

Mithilfe von:

. A . Ze2 . . Ze? Ze2 \?
p?=2m. (Ho+ -2 =om, |(Ho)?+ 25 Hy+ Hy 25— + (26 (12.31)
dmeg T dmegr 4megr 4megr

lasst sich dieser Term wie folgt geschickt umschreiben:

- 1(p?)? 1 - 2 7\°
Hp = —- =— H Z
R 8 m3c? 2m.c2 o+t dmeg T

1 R Ze2 . . Ze Ze? \?
_ [(H0)2+ C Hy+ Hy-ZE +< c )]

- 0
2mec? 4deor dmegr dmegr

(12.32)

Obwohl die Eigenzustéinde |n,1,m) von Hy entartet sind, ist der Operator (12.30) bereits in
jedem entarteten Unterraum diagonal und erhalten somit in erster Ordnung Stérungstheorie:

27 /1 Ze2\? /1
B2 4 2B, <> +( ¢ ) <2>
dmeg \1/ dmeg T/

(12.33)

AEg) = <n,l,ml|ﬁR|n,l,ml> = —

2m,.c?

Den Erwartungswert <r‘2> haben wir bereits mit dem Hellman-Feynman Theorem berechnet
(Dem Leser sei tiberlassen den Ausdruck (1/r) zu berechnen. Alternativ kann man diesen auch
mit dem Virialsatz erhalten). Mit

1 7 1 72 mecQ(Za)2
SN 22 gd (2 o2 nd B, = TecZa) 12.34
()= am 0 (2) = i ™ 32 (1234

folgt fiir (12.33) somit folgende relativistitsche Energieverschiebung:

2(Za)? (Za)? n 3
AR = _Mecl _° 12.
R 2n? n? \l+1/2 4 (12.35)

Darwin-Term

Die Dirac Gleichung liefert eine weiter Korrektur:

. 2 222
fp= 1"y W2 53(2) (12.36)

8m2c? 8=om2c?
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 3. Feinstrukturaufspaltung

Dieser kann so verstanden werden. In der Dirac-Gleichung sind Ort und Zeit durch Lorentz-
transformationen vertauschbar. In der Schrédingergleichung sind diese jedoch absolut. Im nicht-
relativistischen limes, in welchem Operatoren und Koordinaten entwickelt werden kénnen, er-
halten wir einen nicht-lokalen Term fiir ein Potential im absoluten Koordinatensystem (dies
entspricht einem Retardierungseffekt). Der Darwin Term kann somit als eine ’Verschmierung’
der Coulomb Wechselwirkung zwischen Elektron und Kern, aufgrund von Zitterbewegungen des
Elektrons, aufgefasst werden.

In der Storungstheorie gibt dies folgenden Energie-Beitrag erster Ordnung:

1 1 - 1 1 A (Za)t
AEW = <n,j:lj:2,m,l,2]HD|n,j:li2,m,l,2>:mC( o)

S0 (12.37)

Die Deltafunktion d; stellt hier sicher, dass sich der Darwin Term nur auf s-Elektronen auswirkt,
da dies die einzigen Zusténde sind fiir welche die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
bei & = 0 nicht null ist.

12.3 Feinstrukturaufspaltung

Die Feinstrukturaufspaltung ist dann die Korrektur:

2(Za)? (Za)? (3 n
ABps = AEY + ABWD 1+ Ap®) — Mec 2 12.
FS SB + R + D 2n2 TL2 4 j 4 1/2 < 38)

Fiir ein festes n hiangt die Aufspaltung nur noch von der Gesamtdrehimpulsquantenzahl j ab.
Beziiglich [ und m; sind die Niveaus weiterhin entartet. In der spektroskopischen Notation nL;
haben zum Beispiel die Zusténde 25}/ und 2P, /5 dieselbe Energie, welche jedoch ungleich der
Energie des Zustands 2P3 /5 sind.

12.4 Hyperfeinstruktur im s-Orbital

Genauso wie das Elektron, sind Protonen und Neutronen ebenfalls Spin 1/2 Teilchen. Wie bereits
im Fall des Elektronspins, hat der Spin des Kerns I somit auch ein magnetisches Moment M :
Ze Ze

I
M = gKunﬁ = gK e mit urg = M: Kernmagneton (12.39)

Das Elektron bewegt sich somit nicht nur um Coulomb Feld des Kerns sondern auch in dem
durch das magnetischen Moment des Kerns M erzeugte Magnetfeld. Mit dem Vektorpotential

1 Mo M X x
A=—puM — | == 124
oM XV <47r7‘> dr 73 (12:40)
erhalten wir folgendes Magnetfeld:
B=V X A= MV;—V(M~V); . (12.41)

Die Kopplung dieses Magnetfeldes mit dem magnetischen Spinmoment eines s-Elektron (man
muss fir ein s-Elektron nicht zuséitzlich an die Kopplung des Bahndrehimpulses L mit dem
Kernmagnetfeld achten) ergibt den folgenden Stérhamiltonian:

~ Ze? 1 1
Hurs = —pg-B=— % _g. (—IV2 +V(I- V)) (12.42)
2TEQ UK MeC r T
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren § 4. Hyperfeinstruktur im s-Orbital

Die Wellenfunktion des Gesamtsystem beinhaltet die Ortswellenfunktion und die Spin Vektoren
des Elektrons und Kerns:

1
[Vni=0, 8) = (®|Yn0) @ |5) = Yni=0(r,0,0) @ |§,me> ® sk, mK) - (12.43)
—_————
Hr

Hs
In der Erwartungswertbildung des Hamiltonian mit der obigen Wellenfunktion, faktorisiert sich
der Spin- und Bahnanteil (siehe Tensorproduktregeln).

Wir wollen somit zunéchst lediglich den Erwartungswert des Hamiltonian in den Ortswellen-
funktionen vy, o(r, 8, ¢) berechnen. Fiir die radialsymmetrischen s-Wellenfunktionen folgt fiir
den zweiten Term auf der rechten Seite von (12.42):

1 1 1 4
[t || o = § [ @b (V) wotr) = ~grtlna@F, 241
wo wir V2(1/r) = —476®) (x) und das der Operator I nicht auf ¢, o(r) wirkt, verwendet ha-

ben. Mit der expliziten Form der Wasserstoffwellenfunktion ), ¢(0) erhélt man schlussendlich
folgenden Erwartungswert mit der Wellenfunktion des Gesamtsystems

Me

My

(s|S - Ils)

1
Za)'mec®—
(a)mcn3 .

- 4
(Uni=0, 8| Hurs [¥n =0, 8) = 3 (12.45)

Im néchsten Schritt miissen wir noch den Spinanteil des Hyperfeinstrukturhamiltonians diago-
nalisieren. Dazu definiert man analog zum Gesamtdrehimpuls J, den Gesamtspin, welche den
Spin des Elektrons an den Kernspin koppelt:

F=S5+1. (12.46)
Der Hilbertraum des Gesamtspins Hg ist somit
C®C?*! (12.47)

Das Diagonalisierungsverfahren ist dquivalent zum Ablauf der Diagonalisierung des Spin-Bahn
Kopplungs Hamiltonian. Da F' ein Drehimpuls ist, existiert eine Menge an Basiskets

|fymy, i, s =1/2), (12.48)

welche durch die vertauschbaren Operatoren F2 und F', erzeugt werde. Die Operatoren F2 F,
und F erfiillen die bekannten Drehimpulseigenwertgleichungen. Die Quantenzahl f soll den ge-
samten Drehimpuls des zwei-Teilchensystems beschreiben. Es lisst sich weiterhin zeigen, dass F
mit S? und I? kommutiert. Somit ist | f,m¢) (analog zur j-Basis und (10.24)) ein Eigenzustand
der Observablen F? 82, I? und F,. Mithilfe der Entwicklung

1 1
S-I

S T =g (P~ 8= )= 5 |17+ 1) = § = ili+ ) (12.49)

2 4

und das die erlaubten Werte fiir den Gesamtspin f =i+ 1/2 und f =i — 1/2 sind, erhélt man
i f=i+

folgendes Resultat:
1
—S-I=
h? { (_i_l)v f=i-

Im Fall des Wasserstatoms haben wir nur ein Proton zu betrachten und somit ¢ = 1/2. Fiir
den Gesamtspin, folgt dann mit f = 0 der Singlett Zustand und mit f = 1 der Tripplett Zustand.

(12.50)

[N
NI N
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren§ 5. Zusammenfassung Spektroskopischer Aufspaltungen

Aus der Differenz dieser zwei Zustdnde erhélt man die Hyperfeinaufspaltung des n-ten Energie-
niveaus fiir das s-Orbital (in erster Ordnung Storungstheorie):

s) 4 Me

AEI(JIFS = ggN My

020+ 1

(Za)*mec o3

(12.51)

Der Term (Za)*mec? hat zwar die gleiche Dimension ~ a* wie die Feinstrukturaufspaltung,

jedoch fithrt der Term me/Mp zu einer ungefiahr 1000 mal kleineren Aufspaltung.

12.5 Zusammenfassung Spektroskopischer Aufspaltungen

Wir wollen nun die meisten wichtigsten auftretende spektroskopische Aufspaltungen auflisten.
Hier werden auch zum Beispiel die Resultate von Effekten welche in anderen Kapitel betrachtet
werden (wie Zeeman Effekt) nochmals zur Vollstandigkeit aufgelistet.

e Der normale Zeeman Effekt beruht auf der Wechselwirkung des durch die Bahnbewe-
gung des Elektrons erzeugten magnetischen Moments mit einem &usseren Magnetfeld B.
Dadurch spalten die Energieterme in 2] + 1 Zeeman Komponenten F,,; auf, deren Energie
um AFE,, = ugmyB verschoben wird, wobei up das Bohrsche Magneton ist.

e Durch experimentelle Ergebnisse (Feinstrukturaufspaltung, Stern Gerlach, anomaler Zeeman-
Effekt) musste Schrodingergleichung erweitert werden. Dies geschah durch die Einfithrung
des Elektronenspins s, der ein zusatzliches magnetisches Moment p,, bewirkt. Es gilt
p, = —gs(pp/h)s mit gs ~ 2. Der Gesamtdrehimpuls des Elektrons ist die Vektorsumme
j=1l+s.

e Die Feinstrukturaufspaltung/Spin Bahn Kopplung kann gedeutet werden als Zee-
man Aufspaltung, die durch die Wechselwirkung des magnetischen Spinmoments g, mit
dem durch die Bahnbewegung des Elektrons erzeugten Magnetfeldes bewirkt wird. Die
Energien der Feinstrukturterme sind:

poZ e

En,l78:En_y's'Bl:En+ (Sl)

8rm?2r3
Es lasst sich schreiben als:

Buag = But 5 10 +1) = 0 +1) = s(s + 1)

wobei a = ppZe*h?/(8mm?2r3 die Spin-Bahn Kopplungskonstante ist. Die Feinstrukturauf-
spaltung nimmt mit wachsenden Quantenzahlen n und [ ab, aber steigt Proportional zum
Produkt E,,Z>

Z4
AE —_
b SBI1 1)
e Beriicksichtigt man relativistische Korrekturen und die Spin-Bahn Kopplung bekommt
man folgende Korrektur fiir die Energie eines Zustandes (n,l, j):

Z%a? 1 3
n \j+3 4n

Im Coulombfeld héingt die Energie eines Elektronenzustandes (n,l,j) nicht von der Bahn-
drehimpulsquantenzahl | sondern nur von n und j ab. Alle Terme mit gleichen Quanten-
zahlen n und j haben gleiche Energie. (nur fiir Wasserstoff und wasserstoffahnliche Atome,
da bei anderen kein reines Coulombpotential)

Enj = En
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12. Korrekturen zu atomaren Spektren§ 5. Zusammenfassung Spektroskopischer Aufspaltungen

e Der anomale Zeeman Effekt tritt bei allen Atomtermen auf fiir die der Gesamtspin
S # 0 ist. Die Energieverschiebung betrigt AE = —p; - B mit p; = p; + pg. Jeder Term
(n, j) spaltet in (2j+1) Zeeman Komponenten auf. Der Lande-Faktor g; ist definiert durch:

U+ +s(s+1)—I(l+1)

2j(j +1)
Dieser hiangt vom Zustand (j,l) ab. Somit ist die Aufspaltung fiir verschiedene Niveaus
(j,1) verschieden. Die zusétzliche Energie im Magnetfeld ist:

g9; =1+

Ep; =mj-gjpp - B

e Bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung des Elektrons mit seinem Strahlungsfeld (Emis-
sion und Absorption virtueller Photonen) verschieben sich die Energieniveaus geringfiigig
(Lamb-Shift)

e Bei sehr hoher spektraler Auflésung bemerkt man, dass sich die Energieterme und Spektral-
linien weiterhin trennen. Bei der Hyperfeinstruktur betrachtet man das Kerne ebenfalls
einen Kernspin besitzen der als

MIZVk'IZQI'M?KI
aufgefasst werden kann. Man bezeichnet es als magnetisches Kernmoment. Das magneti-
sche Kernmoment liefert zwei Beitrage zur Aufspaltung. Es wechselwirkt mit dem Magnet-
feld, das von den Elektronen am Kernort erzeugt wird und dem von Elektronen erzeugten
magnetischen Moment. Jedes Energieniveau E, ;; spaltet durch die Hyperfeinstrukutur-
wechselwirkung zwischen Kernmoment und ELektron auf die in die Hyperfeinstruktur-
komponenten.

A .
EHFSZEn,j,l+§[F(F+1)—J(J+1)—I(I+1)]

wobei F' = j+1I die Kopplung von Elektronengesamtdrehimpuls J = L+.5 und Kernspin I
ist (raumfester Gesamtdrehimpuls) und A = (g;urBj)/+/7(j + 1) die Hyperfeinkonstante
ist.

Bei externen Feldern unterscheidet man zwischen:

Angelegtes Feld  Feld Stiarke  Korrekturen

M tisch schwach Zeeman
ABNELISC stark Paschen-Back
Elektrisch alle Stark
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KAPITEL 13

Pfadintegrale

Im Kapitel {iber die Wellenmechanik haben wir das Doppelspaltexperiment eingefiihrt, um die
quantenmechanische Formulierung der Wahrscheinlichkeitsamplituden zu motivieren. Ein we-
sentlicher Unterschied der Quantenmechanik gegeniiber der klassischen Mechanik besteht darin,
dass das System streng genommen durch alle klassischen Pfade propagiert und es somit nicht
moglich ist, ohne eine Messung des Systems zu vollziehen, vorherzusagen, welchen Pfad das
System gewahlt hat. Im Laufe dieses Kapitels werden wir sehen, dass man die Wahrscheinlich-
keitsamplitude als koh&rente Summe der verschiedenen Amplituden fiir den Verlauf des Systems
entlang aller klassischen Pfade auffassen kann. Von Bedeutung ist die Erkenntnis, dass:

Falls mehrere Wege zwischen Quelle x und Beobachtung y existieren, so tritt Interferenz
zwischen allen Wegen auf.

13.1 Propagator im Ortsraum

Im Kapitel 6 haben wir uns mit Rotationen auseinandergesetzt, welche eine Unterklasse raumli-
cher Transformationen sind. Dort sind wir auf die Erkenntnis gekommen, dass rdumliche Trans-
formationen in R?, in der Quantenmechanik eine unitire Darstellung auf dem Hilbertraum #
besitzen. Translationen in der Zeit sind nicht {iberraschend ebenfalls unitire Operatoren ! und
bilden eine abelsche Gruppe (Hier besteht der Unterschied zu der Gruppe der Rotationen). Da
man Zeiten infinitesimal variieren kann, ist es angebracht den Zeitentwicklungsoperator U(t)
wieder mit einer Lie-Algebra in Verbindung zu setzen:

Ut) = exp<—:iﬁt>. (13.1)

Fiir den Fall, dass to ungleich Null ist, muss der Zeitentwicklungsoperator in (13.1) mit folgender
Definition ersetzt werden:

Ot to) = exp<—2fl(t - t0)> (13.2)

und entspricht genau der Form (4.107).

Bemerkung: Aus der Bedingung das U (t) unitér ist, gilt das Theorem (6.4) und somit das H /h
hermitesch ist. Der Generator muss die Dimension 1/(Zeit) haben. Aufgrund der Planck-

! Das folgt direkt aus der Bedingung der Warscheinlichkeitserhaltung. Die Norm eines Zustandes muss konstant
bleiben. Wir haben (3(t)[1(t)) = <U(t,to)1/)(to) U(t,to)w(t0)> = Ut(t,to) = U—1(t, to).
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13. Pfadintegrale § 1. Propagator im Ortsraum

Einstein Beziehung, E/h = w mit [w] = Hz = 1/t muss H die Einheiten einer Energie
besitzen.

Die Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperatoren bezeichnet man als Propagator und be-
schreiben die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass das Teilchen von (x,tp) nach (y,t) pro-
pagiert?. Der Propagator lautet formell ausgedriickt:

K(y,t;x,t0) = (y|U(t, to)|x) = <y,eXP<—;ﬁ(t—to)> %), (13.3)

wo wir implizit angenommen haben, dass H zeitunabhingig ist. Wendet man den Zeitentwick-
lungsoperator auf den Ket |x) an, erhélt man den Zustand des Systems zur ¢ welches zur Zeit
to < t genau bei x lokalisiert war. In den Energieeigenzustéanden |E,) lautet der Propagator

dann |
K(y.t:%,t0) = 3 (y|En) (Ealx) eXp[“W{to)]_

n

(13.4)

Der Propagator kann somit immer erhalten werden, wenn die Energieeigenfunktion und Eigen-
werte bekannt sind. Betrachtet man ein etwas allgemeineres Problem, wo der Anfangszustand
¥(x,tp) rdumlich ausgedehnt ist (also nicht wie vorher streng bei x lokalisiert war), dann ldsst
sich der Zustand zur einer spéteren Zeit t > tg mithilfe des Propagators und einer Integration
iiber den gesamten Raum d3z wie folgt konstruieren:

w(y,t) = (y|U(t, to)[(0)) = /dgfv (U, to) x) (x|1(0)) = /deK(y,t;x,to)w(X,to),
(13.5)
wo wir die Vollstandigkeitsrelation der |x) Zusténde ausgenutzt haben. Die obige Formel ist
nichts anders als eine mathematische Formulierung des Huygensschen Prinzip (i.e jeder Punkt
einer Wellenfront kann als Quelle einer neu entstehenden Welle angesehen werden).

Bemerkung: Die Situation ist analog zu einer in der Elektrostatik. Um das elektrostatische
Potential einer allgemeinen Ladungsverteilung zu bestimmen, 16st man zuerst das Punkt-
ladungsproblem, multipliziert diese Losung mit der Ladungsverteilung und integriert tiber
den gesamten Raum, d.h:

$(x) = / a3z LX) (13.6)

[x — x|

Geniigt die Wellenfunktion ¢(y,t) der Schrodingergleichung

[mgt — Hi(y, Gy,t)} U(y,t) =0, (13.7)

dann folgt aus (13.5), dass der Propagator fiir t > t( die gleiche Gleichung erfiillt:

{ih; — H(y, dy, t)] K(y,t;x,t0) = 0. (13.8)

Da das Kausalitétsprinzip® in einer nicht-relativistischen Theorie gewihrleistet sein soll, verlan-
gen wir:
K(y,t,x,tp) =0, wenn tg<t. (13.9)

2Das Quadrat des Propagators gibt dann die Ubergangswahrscheinlichkeit.
3Die Zukunft soll nicht die Vergangenheit beeinflussen.
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13. Pfadintegrale § 1. Propagator im Ortsraum

Weiterhin soll man fiir ¢ = ¢, aufgrund von (13.5), wieder die Identitit erhalten. Es gelte somit
K(y, t;x,t) = 0*(y — x). (13.10)

Diese zwei Eigenschaften des Propagators lassen sich mit der Heaviside Funktion ©(¢ — t() in
der Definition des Propagators wie folgt miteinbeziehen:

K(y,t;x,to) = O(t — to) K (y, t;x, o). (13.11)

Mithilfe dieser Randbedingungen erhélt man die folgende Differentialgleichung fiir den Propa-
gator

m% — H(y,dy,t)| K(y,t;:x,ty) = ihi6>(y — x)8(t — to) (13.12)
In der Tat, fiir ¢ > o erhalten wir erneut die Gleichung (13.8). Fiir den Fall ¢ — t+0 erhélt man
auf der linken Seite von (13.12) lediglich den Term 0O(t — t¢)/0t, welches mit der rechten Seite
iibereinstimmt. Anders ausgedriickt; Der Propagator ist eine Losung der Schrédingergleichung
mit der Anfangsbedindung §°(y —x). Die zentrale Aufgabe ist es somit diese Ubergangsamplitu-
den (Propagator) zu berechnen. Dem aufmerksamen Leser mag eventuell aufgefallen sein, dass
der Propagator, der (retardierten) Greenschen Funktion einer zeitabhingigen Wellenfunktion
entspricht.

Bemerkung: Als Erinnerung: Sei L ein linearer Differentialoperator, dann sind Greensche
Funktionen Losungen der Gleichung LGy, = —d(y — x). Diese sind dann Greensche Funk-
tionen der Gleichung ﬁw = 0.

Greensche Funktion der Schrédinger Gleichung: Die Greensche Funktion der zeitabhédngigen
Schrédingergleichung lautet

GR(y,t;x,tg) = %@(t —t0) K (y,t; %, to) (13.13)

und geniigt der Gleichung

ih% — H(y,dy,t)| GR(y, t;x,t0) = 8*(y — x)3(t — to). (13.14)

Der Propagator K(y,t;x,ty) entspricht dem Kernel des Schrodinger Differentialoperators.

An dieser Stelle ist es angebracht zu erldutern, dass die Zeitentwicklung eindeutig durch den Pro-
pagator K (y,t;x,tg) bestimmt wird, wenn die Wellenfunktion ¢ (x, to) zur Zeit ¢ty bekannt ist. In
diesem Sinne ist Schrodingers Wellenmechanik eine komplett kausale Theorie. Die Zeitentwick-
lung der Wellenfunktion in einem Potential ist deterministisch, wie man es aus der klassischen
Physik erwarten wiirde, sofern das System nicht durch eine Messung oder anderen externen
Einfliissen gestort wird.

“Dies ist auch ersichtlich wenn man (13.3) betrachtet. Fiir ¢ = t, habe man U(to,to) = 1 und da die
Eigenfunktionen x und y orthonomierte Basis Zustinde sind, folgt aufgrund von (y|x) = §*(y — x) unsere
Bedingung an den Propagator.
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13. Pfadintegrale § 1. Propagator im Ortsraum

Bemerkung: Integriert man den Propagator K(y,t,x,ty = 0) fir y = x im Raum
J(t) = /d3x K(x,t;%x,0) = /dgl‘ Z | (x|Ep) |2 exp _ iEnt
~ h
S ew (_iEnt)
~ h

erhdlt man eine Summe iiber die moglichen Energiezustinde, dhnlich wie die Zustandss-
umme in der Statistischen Mechanik. Setzt man ¢ analytisch fort und definiert ¢ als rein
imaginér, dann ist § = it/h reell und positiv und J(¢) entspricht genau der Zustandssum-
me Z = ) exp(—fE,). Aufgrund dessen sind einige Methoden bei der Untersuchung von
Propagatoren in der Quantenmechanik auch hilfreich in der statistischen Mechanik.

(13.15)

13.1.1 Propagator fiir freies Teilchen im Ortsraum

Betrachte ein freies Teilchen mit dem Hamiltonoperator Hy = p?/2m. Die Hamiltonfunktion ist
nicht diagonal im Ortsraum aber im Impulsraum und es ist somit angebracht, das Problem im
Impulsraum zu 16sen. Der Propagator lautet dort

Koy tix,ta = 0) = (vloxw ot ) ) = [ % &% (ylp') (o'lexn -~ o ) ) (ol

- [an exp(—;‘;j;;) (vIp) (plx)

wo wir im letzten Schritt verwendet haben, dass die Impulseigenfunktionen orthogonal zueinan-
der stehen und somit folgendes folgt:

(13.16)
)

<p'\exp<—;ffot> Ip) = eXp(—éié) (p|p) = exp<—%>5(p _p). (13.17)

Bekannterweise entspricht (y|p) = 1p(y) einer ebenen Welle®:

(vlp) = Wl)m /RB &’z 6(x —y) exp (—;p : X> = Wl)meXp (—;p : .V> (13.18)

und mit

(phx) = 050 = e (pex), (13.19)

folgt flir den Propagator:

1 ip*t i i
Ko(y,t;x,to = 0) = @)’ /d3p exp (—Zth) exp <—hp : y) eXp<hp - X)

‘ 9 (13.20)
__1 /d3 expl - (p-(x— )_Lt
T @rh) Jpu O P P R \P Y " om )|
Mit einer Substitution & = x —y und einer quadratischen Erginzung des Exponenten
2
pt m , ( m )2 t

ra——=—a"—(p— — — 13.21
Pra™om — o T \PT 1Y) o (13.21)

5Es entspricht der Fourier Transformation der Delta Funktion.
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folgt weiterhin:

1 ima? itq?
Ko(y,t;x,t9 =0) = d3 - 13.22
oy, tix.t0 = 0) = G eXp( 2th >/Rs e eXp( 2mh)’ (13.22)

wo wir im Klammerausdruck des Exponenten eine Substitution q = p — ma/t vorgenommen
haben. Diese Integral ist im unendlichen nicht wohldefiniert. Mithilfe von

e—0

q— (1—ie)q, lim — dqexp(—an) = \/? fir Rea >0 (13.23)
a

ldsst es sich jedoch regularisieren und wir erhalten schlussendlich folgenden Propagator fiir das
freie Teilchen:

m \3/2 im(x —y)?
Ko(y, t;x,to = 0) = (%W) exp <_(2m)> (13.24)

Bemerkung: Die allgemeine Form des Propagators eines freien Teilchen in d-Dimensionen
lautet:

m 4/2 im(x —y)?
K(y,t;x,t) = <2mh(t—to)) exp<(2hzfy)>@(t — o) (13.25)

Der freie Propagator hiangt somit lediglich von der Differenz seiner Argumente ab. Das
gleiche Resultat bekommt man auch wenn man die die freie Schrodingergleichung

) h?
ihad)(t,x)———Awtx A= Z (13.26)

ausgehend von der speziellen Anfangsbedingung

Y(x, 1) = Yo(x) = 6%(x —y) (13.27)
16st. Die Wellenfunktion zur Zeit ¢ in Impulsdarstellung erhélt man dann mithilfe von

~ 7
¥(p,t) = ¥(p,0) eXp<—hEt). (13.28)
und im Ortsraum als die Fourier-Riicktransformation

60 = s [ ey (p-x) (13.29)

Der Exponent enthélt genau die Wirkung der klassischen Trajektorie x(¢’) der sich das Teilchen
in der Zeit ¢t von y nach x bewegt. Dazu erinnere man sich an die klassische Wirkung eines freien
Teilchens: .
S(x(t)) = / AL (x(2), X(1)), (13.30)
to
wobei L =T —V die Lagrangefunktion ist, die in unserem Fall nicht von der Zeit abhéngen soll.
Die Wirkung ist ein Funktional und ordnet somit jeder Funktion x(¢) eine Zahl zu. Da wir ein
freies Teilchen betrachten (V' = 0), entspricht die Lagrange Funktion der kinetischen Energie
L = mx(t)/2. Wie beim Propagator setzen wir ¢ty = 0 und wir erhalten folgende klassische
Wirkung fiir ein freies Teilchen:

m > Ax _ (x—y)’

t
. — - / T 2 2 p— — 1 =
So(y,t;x,t9 =0) = /0 dt 5 (x()) o (x—y)* mit v Al PR (13.31)
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13. Pfadintegrale § 2. Feynman’sche Pfadintegrale

wo wir im zweiten Schritt verwendet haben, dass die Geschwindigkeit eines freien Teilchens kon-
stant ist. Man erkennt somit, dass der Propagator des freien Teilchen proportional zur klassischen
Wirkung ist

Ko(y,t;x,tg) ~ exp [;So(y,t;x, to)} (13.32)

13.2 Feynman’sche Pfadintegrale

Ohne Verlust der Allgemeinheit wollen wir in diesem Abschnitt uns auf eindimensionalen Pro-
bleme beschranken. Wenn das System nicht mehr durch eine lineare Bewegungsgleichung fiir Ort
und Impuls beschrieben werden kann, dann ist der Propagator nicht mehr direkt proportional
zur klassischen Wirkung exp(iS/h). In solch einem Fall wird der Propagator durch das Feyn-
man’sche Pfadintegral gegeben. Dort integriert man iiber alle moglichen Pfade die ein Teilchens
zwischen zwei Punkten x und y in Raum und Zeit nehmen kann (sieche Graphik (13.2)) und
gewichtet diese Pfade dabei mit einem Phasenfaktor, welcher proportional zur Exponentialfunk-
tion des durch das mit dem Faktor i/A multiplizierten resultierendem Wirkungsfunktional der
klassischen Mechanik. Anders ausgedriickt, die Wahrscheinlichkeit P(y,z) um vom Punkt x zur
Zeit to zum Punkt y zur Zeit ¢ zu gelangen, ist durch das Quadrat P(y,z) = |K(y,t;z,t0)|?
des Propagators gegeben. Dieser Propagator ist dann die Summe dem einzelnen Beitrage von
x[w(t)] jedes klassisch moglichen Pfades w von z zu 39

K(y,t,x,ty) = > x[w(t)]. (13.33)

Wege w zwischen x und y

Der Beitrag eines spezifischen Weges w hat eine Phase proportional zur klassischen Wirkung S

h

Der néchste Schritt wird nun sein abzukldren was genau mit der Summe iiber alle Wege W
gemeint ist und wie man mathematisch korrekt die einzelnen Beitrage der Wege miteinbeziechen
kann.

x[w(t)] = aexp(iS[w(t)D, a = const (13.34)

Dazu teilt man das gesamte Zeitintervall [tp,¢] in N Abschnitte mit der Lénge ¢ = At =
(t — to)/N. Verwendet man die Kompositionseigenschaft des Propagators dann lésst sich der
Propagator fiir die zwei Endpunkte x zur Zeit ty und Anfangspunkt xg zur Zeit tg folgender-
massen zerlegen

(e e} [e.e]
K(xn,tn;xo,to) :/ dach---/ dzy K(zn,tn;eN—1,tN—1) ... K(x1,t1;20,%0). (13.35)
—0o0 —0o0

Man integriert hier nicht iiber die zwei Endpunkte x und xg da diese fix sind. Die genau Form
der einzelnen diskreten Propagatoren ist uns nicht bekannt. Man weiss jedoch, dass im Fall von
€ — 07 die kinetische Energie in der Wirkung S im Vergleich zu % so gross womit man bis auf
den klassischen Weg zwischen xj und zj 1 alle anderen Wege ignorieren kann. Um die klassische
Wirkung im Grenzwert ¢ — 0 zu erhalten verwendet man eine geradlinige Naherung zwischen
den Wegen (zg, 1), (1, 22),...(xN_1,2n). Man setzt somit folgenden diskreten Ausdruck fiir
die gesamte Wirkung an:

S. = g: . [”21 [m’“ _f’“‘l} Sy (m’“ +;’“‘1>] (13.36)

k=1

5Solch eine Inteferenzbedingung folgt direkt auch aus dem Superpositionsprinzip (zum Beispiel des Doppel-
spaltes).
"Es soll angemerkt sein, dass dies #iquivalent zum Grenzwert N — oo ist.
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13. Pfadintegrale § 2. Feynman’sche Pfadintegrale

Abbildung 13.1: Die Zerlegung eines klassischen Pfades in N dquidistante Abschnitte der Lange
€.

und der Propagator zwischen zwei benachbarten Punkten muss somit folgendem Ausdruck ent-
sprechen:

K (2, b @1, to1) = [C(le)] exp [ZHE (W v <:”’“Jr2fc’“‘1>>] (13.37)

wo wir eine Normalisierungskonstante 1/c(€) eingefithrt haben um sicherzustellen, dass der Pro-
pagator auf eins normiert ist (da es ja nichts anders ist als eine Wahrscheinlichkeitsamplitude
ist). Es kann gezeigt werden, dass solch eine Normierungskonstante unabhéngig vom Potential
V(z) ist und man somit den bereits im freien Propagator auftauchenden Normierungskonstante

verwenden kann. Somit gelte
1 m
= 13.38
cle) \ 2mihe ( )

Bemerkung: Die Normalisierungskonstante kann auch direkt aus der Eigenschaft

K(Tky1,tp, Tk, ty) = 0(Tr1 — xk) (13.39)

entnommen werden, indem man bemerkt, dass eine der Grenzwertdarstellungen der Delta-
Funktion folgender Ausdruck ist:

5(z) = lim l,exp<ix2>. (13.40)

a—0 ame (&%

Fiigt man den Ausdruck (13.37) in die Kompositionsgleichung (13.35), erhélt man:

1 [ denoy [ den %
K(zn,tn;mo,to) = lim / del/ dzy 2/ day

=0 c(e) J oo cle) J_oo cle) ~o0 €(€) (13.41)
‘ .
1€ m(zg — w-1)° T T The
e hz< k262k1 _V<k 2k 1))
k=1

Im Exponent taucht eine Riemannsche Summe eines Integrals auf, welches sich in unserem Fall
als die klassische Wirkung

S(a,t) = lim 5, = / t dtL(x(t), (t)) (13.42)

to

mit einem Vorfaktor i/h, erweist.
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13. Pfadintegrale § 2. Feynman’sche Pfadintegrale

Bemerkung: Man erinnert sich, dass das Riemann-Integral tiber eine Funktion f(z) definiert
ist als der Grenzwert der Riemann Summe

lim
n—0

an(CCi)] : (13.43)

wobei das Mass 7 durch die Lange eines Intervalls gegeben ist.

Man wird somit zu folgendem Ausdruck fiir das Pfadintegral gefiithrt (Indem wir (xy,¢y) mit
(y,t) und (xq,to) mit (x,tg) identifizieren).

Feynman’sches Pfadintegral: Der Propagator hat folgende Pfadintegraldarstellung:

z(t)=y

K(y, 2, t0) = /

z(to)=z

Dla(t)] exp(;S[m(t),dv(t)]), (13.44)

worin die einzelnen Wege mit verschiedenen komplexen Phasenfaktoren gewichtet werden.
Das Integral iiber das formale Mass Dz entspricht dem Integraloperator

y=an N/2
/ Dla(r) = Jim () / dzy / dzn o / dz1. (13.45)

=)
/—\ klassisch
1o \
\ Y, t

Abbildung 13.2: Graphische Darstellung des Pfadintegrals: Die Propagation des Teilchens von
x,ty nach y,t nimmt in der Quantenmechanik alle moglichen Pfade und iiberlagert sich dabei
kohérent (griin). Klassisch wird nur der Weg mit extremaler Wirkung (blau) genommen.

i

Bemerkung: Der im Exponent stehende Term ¢[w(t)] = £S[w(t)] ist ein Funktional, welches
der Funktion w(t) eine reelle Zahl zuordnet, und man nennt

/ Da(t) Fla(t)] (13.46)

ein Funktionalintegral, eine Umkehrung der Funktionalableitung 6 F'[w(t)]/dw(t).

13.2.1 Aquivalenz zur Wellenmechanik

Zuletzt wollen wir in diesem Kapitel zeigen, dass Feynman’s Formulierung der Quantenmechanik
genau mit der Schrédinger Wellenmechanik iibereinstimmt. Dazu fiithrt man den Propagator
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13. Pfadintegrale § 2. Feynman’sche Pfadintegrale

schrittweise aus

K(y,t;x,to) = /dwN—1 (N, tn|eN—1,tN—1) (TN—1,tN—1|T0, t0)

_ [T dzna im\ (y—an_1)® de  [(y+aTN_1
_ﬂ/w c@)e“{<2h> ; VT K(zn_1,t — € 2,10)
(13.47)

Dies ist eine Integralgleichung, welche in dieser Form schwierig zu l6sen ist. Wir entwickeln im
Parameter (y — xn_1), was a priori kein kleiner Parameter ist, da y_; von —oo bis 400 lauft.
Da der Parameter jedoch nur in der Exponentialfunktion vorkommt und die Exponentialfunktion
einen endlichen Konvergenzradius besitzt, ist so eine Annéherung erlaubt (Im Grenzwert € — 0,
hat das Integral aufgrund von (13.40) einen grossen Beitrag lediglich bei £ = oy — zny—1 = 0
(ie zy—1 =y — &). In diesem Grenzwert gelte

€ — 0,5 —0: K(y,t;x,to) = K(l’N_l,t — E,x,to) (13.48)

und wir entwickeln somit auch K (y,t;z,t9) und exp(—iVe/h) in e

s gunas= [ 2 ml(F) <]~ o)

) (13.49)
8
( +§*+ €2 ~>K(y,t;w,to)~
In nullter Ordnung € hat man die Bedingung
Ky, tia,t0) + e L Kyt 10) = (1— v (y) ]'/me Elae Kyt to).
. Y : _ _r = <

Y, 15,10 eat Y, 13,10 A Yy C(G) - p 277, c Y, 0

(13.50)

Damit beide Seiten dann im Grenzwert ¢ — 0 iibereinstimmen muss fiir die Normierungskon-

stante folgendes gelten:
2mihe\
= 13.51
(e ( " ) , (13.51)

wo wir fiir das Integral (13.40) verwendet haben. Dieses Verfahren um die Konstante c(€) zu
erhalten kann man auch bei schwierigen Problem einsetzen. Die Konstante ¢(e) muss immer so
gewdhlt werden, dass die Gleichung in nullter Ordnung € iibereinstimmt, da sonst fiir € — 0 im
urspriinglichen Pfadintegral kein Grenzwert des Integrals existiert. In erster Ordnung £ erhalten

wir dann folgendes Integral:
1 [*® im\ &2
o el T = 13.52
5 [seo|(Gr) Joe-o 1)

5 im) &2 ihe
— )| = = 13.
/Ooﬁ exp[<2h> e] - (13.53)
Bemerkung: Wir haben folgende allgemeine Gaussintegrale genutzt:

b2 b2 2 —bax? 1 m
= ==/ = 13.54
/ dre” \/7 / dx ze™ 0, / dx z%e =5\3 (13.54)

und in zweiter Ordnung
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13. Pfadintegrale § 2. Feynman’sche Pfadintegrale

Fiir die Gleichung (13.49) folgt somit:

e 02

0 7
K(y,t;w,to)—l—eaK(y,t;x,to) = K(y7t7 matO)_ﬁ6VK(y7t; (L.’t[))—’_%ain

K(y,t;x,tg). (13.55)

Die obige Gleichung ist erfiillt, wenn in €, der Propagator K (y,t; x,to) folgender Differentialglei-
chung gentigt:

ot h| 2mdax?
Man kann leicht tiberpriifen, dass man auch die korrekte Randbedingung fiir den Propagator

erhalt:
1 im\ &2
€

iz e (5r) E]ier — tle) =30 - o) (13.57)

. 2 2
aKmu@m:—l{h 3—HmmﬂKmuam. (13.56)

€ e—0

Uns ist es somit gelungen eine komplett dquivalente Formulierung der Quantenmechanik durch
Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperator zu formulieren. Diese Formulierung erweist sich
als sehr niitzlich wenn Zwangsbedingung existieren, z.B. Doppelspalt, Fiihrung von Laser durch
Kabel oder Coulomb-Eichung, da diese leichter als Wirkung implementiert werden kénnen.
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KAPITEL 14

Elastische Streutheorie

In diesem Kapitel werden wir uns mit Streuprozessen beschéftigen. Solche Streuprozesse be-
schreiben die Verdnderung eines kontinuierlichen Anfangszustand aufgrund der Wechselwirkung
mit einem Potential, welches wir in diesem Kapitel als zeitunabhéngig betrachten. Solche Streu-
experimente sind von Bedeutung, da sie uns erlauben experimentelle Eigenschaften wie die Ver-
teilung der Masse, Ladung und Potentielle Energie fiir Festkorper und Molekiile zu bestimmen.

Das auf den Streuer einfallende Teilchen wird entweder durch ein Wellenpaket oder eine ebene
Welle beschrieben, da wir annehmen es sei zu frithen Zeiten weit weg vom streuenden Objekt.
Das Ziel in der Streutheorie ist es herauszufinden wie die Wellenfunktion zu spéteren Zeiten
aussieht, insbesondere nach der Streuung am Potential.

Wellenpaket N
oder ebene Welle . Detektoren
\
\
/\ 0 \
Quelle Streuzentrum: Potential V' /’
/
/
/
P 7

Abbildung 14.1: Der Aufbau eines Streuexperiments.

Bemerkung: Fiir ein Wellenpaket wiirde man folgendes verwenden:

3 .
olt0%) = (xl6) = [ F=zae™ (14.)

wo das Wellenpaket um kg konzentriert ist, d.h a(k) sei nur fiir Wellenzahlvektoren nahe bei
kg ungleich null. Die genaueren Details sollen uns nicht weiter beschéftigen, da wir ohnehin
hauptséachlich ebene Wellen betrachten werden um die Mathematik etwas iibersichtlicher zu
gestalten. Man soll jedoch im Hinterkopf behalten, dass ebene Wellen, wie bereits in Kapitel
2 erwidhnt, unphysikalisch sind. Eine ausfiihrliche Diskussion zu diesem Thema kann man
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14. Elastische Streutheorie § 1. Lippmann-Schwinger Gleichung

I im Nolting in Abschnitt 9.1.2 nachlesen.

Ublicherweise wiirden wir analog wie in Kapitel 3 vorgehen und das Streuproblem mit der zeitu-
nabhéngigen Schrédingergleichung 16sen. Das Streuproblem kann dann mithilfe einer geschickten
Wahl an Anfangsbedingung/Randbedingungen mit der Schrodingergleichung gelost werden. Fiir
Streuprobleme erweist sich jedoch eine komplett dquivalente Form der Schrodingergleichung, die
sogenannten Lippmann-Schwinger Gleichung, als besonders hilfreich.

14.1 Lippmann-Schwinger Gleichung
Unser Ziel ist es die Energie-Eigenwertgleichung
(Ho+ V) [) = E|v) (14.2)

fiir einen Streuprozess zu l6sen. Wir setzen eine kontinuierliche Quelle und ein klassisch, zeitunab-
héngiges Potential vorraus. Der ungestorte Hamiltonian Hy erfiillt die freie-Schrodingergleichung

Holg) = E|¢) (14.3)

und |¢) sind somit ebene Wellen bzw. Wellenpakete. Da wir elastische Streuung voraussetzen, ist
der Energieeigenwert in Gleichung (14.2) und (14.3) aufgrund der Energieerhaltung gleich. Nach
dem Hellmann-Feynman Theorem verédndern sich die Energieeigenwerte kontinuierlich wenn sich
der Hamiltonian kontinuierlich verédndert. Wir setzen demnach voraus, dass im Grenzwert V —
0, mit E fest, die Eigenfunktionen ineinander iibergehen, i.e 1)) — [¢). Es scheint demnach
angebracht fiir 1) folgendes anzusetzen:

1 .
— ﬁov ) . (14.4)

) = 1) +

Dieser Ausdruck ist jedoch bei den Energieeigenwerten E von H, singuldr und somit nicht
wohldefiniert. Um dieses Problem zu umgehen, fithrt man einen komplexen Wert +ie im Nenner
ein und erhalt die folgende allgemeine Lippmann-Schwinger Gleichung

1

¥ +
7E_ﬁ0iiev\¢ ) (14.5)

) = o) +

Der Eigenwert E wird somit infinitesimal in die komplexe Ebene verschoben um einen wohlde-
finierten invertierbaren Operator ¥ — Hy zu erhalten. Es soll jedoch angemerkt werden, dass
FE = Hy+ie dann kein hermitescher Operator mehr ist und somit keine reellen Eigenwerte mehr
besitzt.

Wie bereits angedeutet, ist die Lippmann-Schwinger Gleichung &quivalent zur Schrodingerglei-
chung mit einer fiir das Streuproblem iiblichen Randbedingung. Um die Anfangsbedingungen in
die Lippmann-Schwinger Gleichung einzubetten, schreibt man diese in eine Integralgleichung um.

Das Potential und die Quelle befinden sich im Ortsraum. Es ist somit angebracht die Glei-
chung (14.5) von links mit (x| zu multiplizieren und die Vollstéindigkeitsrelation [ d3z’ |x') (x| =

1 einzufiigen. Man erhélt dann die Lippmann-Schwinger Integralgleichung:

Lippmann-Schwinger Integralgleichung: Eine Losung der stationdren Schrédinger-Gleichung ist
eine Losung der Lippmann Schwinger Gleichung (14.5). Im Ortsraum nimmt diese Gleichung
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folgende Form an

+\ _ 3,/ 1 / / +
(xfu) = o) + [ 0% (x ors x) (€ |V]v*) »
+ik|x—x’ ’
= () - 2 [t S Vi),

wo wir im zweiten Schritt die Green’sche Funktion im Fall des freien Teilchens eingefiigt
haben:

Gi(x,x) = L <X'

2m

1
— = | X
E — Hy+tie

e it k=
A |x — x| m1 h

1 eTiklx—x| Yk
’>: ¢ o (14

Der erste Beitrag auf der rechten Seite (14.6) ist die einlaufende Welle und der zweite Term
ist der Streubeitrag. Die Lippmann-Schwinger Gleichng ist eine Fredholm-Integralgleichung
zweiter Ordnung. Hier stellt |¢) eine Losung der kraftefreien Schréodinger Gleichung dar.

Beweis: Wir wollen den Ausdruck (14.7) beweisen. Da der Hamiltonoperator Hj am einfachsten
in der Impulsbasis evaluiert wird, fiigt man die Vollstandigkeitsrelation der Zusténde |p) ein:

h? 1
G X,X, — /d3 /d3 /! x / < !/ A’ //> " X/ . 148
+ (X)) = o~ pp<|p>pEiH0ii6p (p"[x’) (14.8)
Wirkt man mit Hy = p’®/2m auf (p/|:
1 é(p’ —p")
/ " — 14
<p E— (p2/2m) +ic| P > E — (p2/2m) + ic (14.9)

und verwendet weiterhin

/ e%”pl "ot eiﬁp//-XI
(x|p') = ) und  (p”|x') = )T (14.10)
folgt fiir (14.8): ,
h? By enP ()
G N=— : 14.11
i(X,X) om (27Tﬁ)3Ef 5;2 e < )
Mit E = h*k?/2m, p’ = hq und k = |k|, ¢ = |q] folgt:
— dBg—S
G (x.x) (27T)3 2 — q% + ie
21 qux x'| cos(0)
d d d
(27r / 7 q/ so/ﬂ os(O) T T (14.12)

d

ezq|x—x\ _ e—zq\x—x
877 z|x—x’| oo q® — k? Fie

wo wir im letzten Schritt verwendet haben, dass [;~dg — [ dg, da der gesamte Ausdruck
im Integral gerade ist. Das verbleibende Integral 16st man am besten mithilfe eines komplexen
Konturintegral unter Verwendung des Residuensatz

7{ f(2)dz = 2mi 3" R(z;). (14.13)
J
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Als geschlossenen Weg wéahlen wir die reelle Achse Re(q) und dann den geschlossen Halbkreis
in der oberen oder unteren Ebene. Der Integrand besitzt somit zwei Terme welche Pole in der
komplexen ¢-Ebene aufweisen. Wir haben Pole bei:

Gi:q® K —ie=0 = q =+k+ie, g =—k—ic (14.14)
G =k +ie=0 = q=+k—ic, q=—k+ic (14.15)
Fir den zweiten Term
O S P 14.16
87r2i|x—x’|/ooq qk:?—q2iie (14.16)

schliesst man das Konturintegral in der unteren Ebene, da dann der Beitrag des Integral aufgrund
von Im(q) — —oo, exp(—ig|x — x'|) = 0 verschwindet. Um den Residuensatz nun anzuwenden,

Im(q)

G ~ efiqa:

Abbildung 14.2: Das komplexe Linienintegral der zwei Exponentialterme in (14.12). Die roten
(blauen) Punkte sollen die zwei Pole fiir die +(—) Form der Green’schen Funktion G4 (x,x’)
darstellen. Da das Integral mit dem Faktor exp(+ig|x — x'|) entlang des Halbkreises fiir grosse
Im(q) verschwindet, erhélt man lediglich einen Beitrag fiir das Integral iiber die reelle Achse.

muss man noch beachten, dass das Konturintegral im Gegenuhrzeigersinn verlduft und man
somit ein weiteres Minuszeichen vor der Gleichung (14.13) hat. Im Grenzwert € — 0 erhélt man

dann ks
—i(Fk)|x—x ) ,
(—)277(%)6T = —mieEiklx—x| (14.17)

Der erste Term im Integral kann analog behandelt werden, indem man das Kurvenintegral in
der obere Ebene schliesst. Dem Leser sei es iiberlassen zu iiberpriifen, dass man hier erneut das
gleiche Resultat bekommt. O
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Bemerkung: In der Literatur wird die Lippmann-Schwinger-Integralgleichung oftmals direkt
mithilfe der im Ortsraum auftretendem Streuproblem
2m R2k?

— V(x)¥(x) mit EF=-—_— (14.18)

(V2 + k) Yx) = h 2m

motiviert. Man beobachte ndmlich, dass wenn ¢(x) eine Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung
(V2 + k) p(x) =0 (14.19)

ist, dass jede Losung der Integralgleichung

2m
_{_7

2 d®x' G(x — x )V (x)x")y(r') (14.20)

P(r) = ¢(r)
auch eine Losung der Schrodingergleichung (14.18) ist, falls die Greensche Funktion die

Gleichung
(V2 +EHG(x — x') = 83 (x — X)) (14.21)

erfillt.

14.1.1 Lokales Potential

Wir betrachten nun lokale Potentiale V(x), das heisst Potentiale welche diagonal in der Orts-
darstellung sind, z.B. Potentiale welche nur eine Funktion von x sind. Genauer ist ein Potential
V lokal, falls folgendes gelte:

(x'|V]x") = V(x5 (x —x"). (14.22)
Damit erhalt man
(X [V]yE) = / B (x| V|x") (x| = V() (|95 (14.23)
Die Integralgleichung (14.6) ldsst sich dementsprechend wie folgt vereinfachen:
2'm eiik\xfxﬂ

14.1.2 Endliche Potentiale, weit entfernt

Wie sich aus der Gleichung (14.24) herauslesen lassen kann, hingt der Beitrag der Streuung von
der Stirke des Potentials in x’ ab, sowie vom Abstand x. Wir betrachten nun Potentiale von
endlicher Ausdehnung und nehmen an der Detektor (Beobachter) sei weit von der Probe entfernt.
Dies bedeutet konkret, dass |x| > |x/|, welches in den meisten Féllen eine gute Annahme ist.
Mit r = |x]|, ' = |x/| und o = £L(x,x’), erhdlt man fiir r > r':

27,1 2\ 1/2
]x—x’]—\/1“2—27“7“’(:0804—1—7“’2—7"(1—cosa+2) ~r—%x-%x. (14.25)
r r
Definiert man den Wellenvektor k’ = kx in x-Richtung, und beschrankt sich auf elastische

Streuung, dann erhilt man mithilfe von (k|k’) = 63(k — k')

) , . S
e:i:zk\x—x | ~ e—l—zkre:sz % (1426)
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dQ
\ «— Detektor

Abbildung 14.3: Illustration des Streuprozesses an einem Potential. Am Detektor wird die Wel-
lenfunktion (x|i)*) evaluiert.

fiir grosse r. Man habe weiterhin 1/|x — x’| ~ 1/r. Sei der Anfangszustand ein Eigenzustand
von Hy, das heisst |¢) = |k):

(x16) = (k) = 75 ™ (14.27)

erhélt man fiir die gestreute Welle, mit |x/| < |x|:

1 2m e:tikr
(x|v™) = (x|k) - P

/d3x/ T Xy (x') <x"wi> . (14.28)

In beiden Fillen |¢*) und [¢/~) hat man eine ebene Welle welche in Richtung der Probe pro-
pagiert. Fiir [¢)7) hat man im zweiten Term eine einlaufende Kugelwelle, welche uns in einem
Streuproblem nicht interessiert (entspricht nicht unseren Randbedingungen). [¢)") entspricht
einer auslaufenden Kugelwelle und gibt uns den Beitrag zur Streulésung. Man erhélt somit

1 ex eik:r
O0™) = G <6k + = f(k,k/)> (14.29)
mit der Streuamplitude:
Flok) = — @22 [ 4 ) ity
o (2m)/2 (14.30)
T T orn2 <k,‘V|1/J+>

Der Vektor k’ zeigt in die Richtung des 'Detektors’. Die resultierende Wellenfunktion (x|i¢+)
beim Detektor ist, wie sich aus Gleichung (14.29) herauslesen kann, eine Kombination einer ebe-
nen Welle und einer Kugelwelle mit Amplitude f(k,k’).

Um einen Zusammenhang mit einer messbaren Grésse zu etablieren, definiert man den diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt':
do _ # gestreuter Teilchen in dQ pro Zeitintervall 72 dQ |7,

—dQ = =
dQ # einlaufender Teilchen pro Zeit und Fliche |7in]

(14.31)

'besitzt die Dimension einer Fliche [Fliche pro Raumwinkel).
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wo d€) als infinitesimaler Raumwinkel und o als Wirkungsquerschnitt aufgefasst werden kann.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ldsst sich dann wie folgt mit der Streuamplitude f(k, k')
in Verbindung bringen:

do
dQ
Der totale Wirkungsquerschnitt erhélt man dann mithilfe einer Integration iiber alle Raumrich-
tungen (i.e tiber die die Einheitsphére)

— | £, K| (14.32)

o= /dQ]f(k,k’)|2. (14.33)

14.2 Born’sche Niherung

Um die Streuamplitude f(k,k’) analytisch zu l6sen muss man das Matrixelement (k'|V]yT)
berechnen kénnen. Dies ist oftmals nicht mdglich da man |/™) nicht kennt. An diesem Punkt
ist es sinnvoll ein Naherungsschema einzusetzen. Dazu ist es sinnvoll einen weiteren Operator,
den Streuoperator T zu definieren, welcher folgender Gleichung gentigen soll:

VI|eT) =1T1¢) (14.34)
womit sich das in der Streuamplitude vorkommende Matrixelement folgendermassen umschrei-
ben lésst

(K'|V]p™) = (K|T|k) (14.35)

Um die explizite Form des Streuoperators zu bekommen, multipliziert man die Lippmann-
Schwinger Gleichung (14.5) von links mit V' und erhélt (wir wahlen hier nur die sinnvolle Losung

[¥)):

Vg =T¢)=V|¢p) + V——-T 14.36
W =T10) =VI) +V o T 19 (14.36)

Da dies fiir alle |¢) gelte, erhalten wir Operator Gleichung
T=V+VG.T (14.37)

fiir den Streuoperator. Fiir den Fall eines schwachen Potentials (V' ist gegentiber Hy parametrisch

Abbildung 14.4: Physikalische Interpretation des Born’schen Term f &) (k, k')

klein, und es gelte V2 < V) lisst, sich die obige Gleichung iterativ 16sen. In der ersten Born-
Ndéherung setzt man T ~ V', was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass wir den gestreuten
Teil durch den ungestreuten Teil wie folgt approximieren kénnen:

ik/-x

(x|pT) ~ (x]¢) = (@)

(14.38)
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Die erste Bornsche Niherung? der Streuldsung lautet dann

eikr s
<XW;>(1) — (X|¢)> + T/d3x/ e k V(X/) <X/‘¢>
efle 2m e g e —ikex!
T @ AR / o oV (X)e (14.39)

1 ik-x m_ e 3.0 N, —ix"- (k' —k)
:(27‘_)3/2(6 —Wr/de(X)e .

Ein Vergleich mit Gleichung (14.29) liefert uns folgende Streuamplitude (sogenannte Born Am-
plitude) in erster Ordnung:

f(l)(k,k’) =

/ B’ kKXY () (14.40)

m
2mh?

und ist abgesehen von einem Vorfaktor, lediglich die drei-dimensionale Fourier Transformation
des Potentials V mit q = k — k'

14.2.1 Born-Niherung fiir rotationssymmetrische Potentiale

Betrachtet man rotationssymmetrische Potentiale V(x) = V(r), dann ist die Streuamplitude
in der ersten Born’schen Niherung f()(k,k’) eine Funktion von ¢ = |q|. Mithilfe von q - x' =
gr cos(a) und einer Integration tiber Kugelkoordinaten folgt fiir Gleichung (14.40):
m (0.9} ™ .
F1 o) = —12 dr 7“2/ da sin(a)e’ @)V (1)
0 0

2m 1

o (14.41)
= _71261/0 rV (r) sin(gr)dr,

wo wir im zweiten Schritt eine Substitution z = cos(a) verwendet haben um das Integral tiber
den Winkelanteil o zu 16sen.

Um den Streuwinkel § zu bestimmen, quadriert man den den Ausdruck q = k—k’ und verwendet
die Impulserhaltung bei elastischen Prozessen, d.h k = k’

¢* = k> + K'? — 2kK cos(0) = 2k*(1 — cos(h)) (14.42)

Lost man diesen Ausdruck nach ¢ auf, erhédlt man folgende Beziehung zwischen den Betriagen
der Wellenzahlvektoren und dem Streuwinkel:

q=|k-k¥|=2k sin<z> (14.43)

Dieser Ausdruck ldsst sich in die Gleichung (14.41) einsetzen um die explizite Abhéngigkeit des
Streuwinkels zu gewinnen.

Wir wollen die Streuamplitude in erster Born’schen Ndherung nun an zwei rotationssymmetri-
schen Potentialen berechnen.

20Oftmals einfach Born’sche Niherung genannt
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14.2.2 Beispiele

e Yukawa-Potential: beschreibt Nukleon-Wechselwirkung im Atomkern, ist also relevant z.B.
fiir Neutronenstreuung. Das Yukawa Potential lautet
Uge™ "
Vir) = 22 (14.44)
wr
wobei 1/u die Reichweite der Interaktion ist. Dies ist rotationssymmetrisch, und wir er-
halten aus (14.41) folgende Streuamplitude:

2mU, 1 0
£(0) ( i )q2 oy mit ¢° = 4k"sin <2> 2k“(1 — cos9). (14.45)

Die Streuamplitude hat wieder eine einfache Winkelabhangigkeit. Der messbare Quer-
schnitt lautet dann

do
o0

2mU0 2 1
~ . 14.4
N <uh> (@R (1 — cos0) + 2)? (14.46)

Aufgrund des Faktors p ist der obige Ausdruck auch fiir § = 0 regularisiert.

e Coulomb-Potential: erhélt man aus dem Grenzfall © — 0 des Yukawa-Potentials unter der
Annahme, dass das Verhéltnis Up/p konstant bleibt. Man kann somit folgendes ansetzen:

Uy Zé
o dweg

fest (14.47)

und man erhélt folgenden Ausdruck fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

d om)? [ Ze2 \? 1
go o ”z) € . (14.48)
I | coutoumb h dmeg ) 16k*sin*60/2
Verwendet man weiterhin )
b
hk = E=— 14.49
Ip|, o ( )
erhalt man: )
0 1 Ze? 1
ack ~_—(Z5) — (14.50)
0| conloump 1652 \ 4meg ) sin® 0/2

was dem differentiellen Wirkungsquerschnitt der Rutherford-Streuung entspricht. Der Nen-
ner ist bei Integration iiber df2 aber divergent und man erhélt einen unendlichen totalen
Querschnitt. Die Streuapproximation ist hier also nicht streng giiltig, nur bei hinreichend
grossen Winkeln ist die Born’sche Naherung anwendbar. Bei kleinen Winkeln ist man
nicht nahe am Streuzentrum, und spiirt die grosse/unendliche Reichweite des Coulomb-
Potentials.

14.2.3 Korrekturen héherer Ordnung zur Born-Niherung

Fiigt man die erste Born’sche Naherung T ~ V in die rechte Seite der Gleichung (14.37) ein,
erhalt man die zweite Born’sche Ndherung:

T=V+V—oifr—V (14.51)

Dieses Iterationsverfahren liasst sich weiterfithren bis man die folgende Reihenentwicklung erhalt:

T=V+VG.V+VG VGV +...

1 1 14.52
=V+V—F——V V... ( )

E — Hy + ie E— Hy+ie FE— Hy+ie
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z-Richtung
b
+«——— Streubereich

Abbildung 14.5: Schematische Darstellung der Streuung in der Eikonalen Ndherung.

Diese unendliche Reihe konvergiert in den meisten Féllen und wird Born-Reihe genannt. Mithilfe
von (14.52) und (14.35) lautet die exakte Streuamplitude demnach

L 2m oy (K| T[k) (14.53)

[k, k) = —Eﬁ( ™

Kann man das Matrixelement (k’|T'|k) fiir den Streuoperator (14.52) berechnen, lisst sich die
gestreute Welle [¢)") eindeutig bestimmen.

Bemerkung: Wir hatten bereits den Streuoperator in zweiter Born’schen Néherung in Glei-
chung (14.51) gesehen. Fiir unsere Streuamplitude in der zweiten Born’schen Néherung er-
halten wir

Fle, k) = fO(k K) + 2 (k, K (14.54)
wo f1)(k, k') der Gleichung (14.40) entspricht und
1

(2) A 30K |V Vv
7ok k) A1 K2 2 <k } E — Hy +ie }k>
1 2m 1
=~ 7712 //d?’x’ P’ (K|x) V() (x| ——— = X" V(x") (x"|k)

12 N
_ _Zhign // d3 'd3x" e —ik/x’ V( )|: h2 G+(X/,X,/):| V(X//)ezk.x .
T

(14.55)

Die Korrektur in zweiter Ordnung lasst sich wie folgt interpretieren: Die einfallende Wel-
le wechselwirkt mit dem Potential am Ort x” und propagiert dann von x” zu x’ mit der
Green’schen Funktion. Anschliessend, tritt eine zweite Wechselwirkung mit dem Potential
am Ort x’ auf und die Welle streut dann in Richtung k’ weiter. Jede Potenz in V' gibt also
eine weitere Streuung. Wenn das Potential schwach ist, ist jede weitere Streuung unwahr-
scheinlich, und die (erste) Born’sche Ndherung ist gut anwendbar.

14.3 Eikonale Niherung

Die Eikonale Naherung eignet sich im quasi-klassischem Limes, also im Fall von hoher Energie
E > V und kleinen de-Broglie Wellenldngen. In solch einem semi-klassischem Bereich kann das
Potential V' als quasi-konstant angesehen werden und es lésst sich das Pfadkonzept anwenden.
Dementsprechend setzen wir fiir unsere gestreute Wellenfunktion folgenden Ansatz an:

Y (x) ~ e 50, (14.56)
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Setzt man diesen Ansatz in die Schrodingergleichung ein, erhalten wir die Hamilton-Jacobi
Gleichung fiir die Variable S
h2Kk?

V) =E="—. (14.57)

(VS(x))®

2m

Um die Wirkung S zu berechnen, verwenden wir eine weitere Ndherung, indem wir annehmen,
dass die klassische Trajektorie einer Geraden entspricht. In einem Bereich von kleinen Ablen-
kungen und hohen Energien erweist sich solch eine Niherung als angebracht. Ahnlich wie in der
Abbildung (14.5) soll die klassische Trajektorie entlang der z-Achse zeigen. Integriert man den
Ausdruck (14.57) und entnimmt aus der Graphik dass |x| = v/b? + 22 erhilt man

» 9 1/2
S;LZ): / [m_;;v(m) dz’ + const.. (14.58)

Die Konstante wird so gewéhlt, dass

% —kz fir V-0 (14.59)

um zu gewéhrleisten, dass man wieder im Grenzwert V' — 0, die ebenen Wellen (14.56) erhélt.
Man hat somit

5(2) :kz+/z Qk? - mv(m)} " —k) d='

n 12
e\ (14.60)
P2V ks - hka V(02 + 22)d

wo man fiir F = h%k?/2m > V folgendes verwendet haben:

W 2y (V) k- T (14.61)

h2k
Somit folgt mit (14.56) und (14.60) folgendes fiir unsere gestreute Welle:

PpH(x) =t (b4 22) ~ (27r1)3/2€ikz exp [—;LZ; /_Z V(Vb2 + 2?) dz'] (14.62)

Obwohl die gestreute Wellenfunktion nicht die korrekte asymptotische Form e** 4 f()(e?*" /r)
besitzt, kann man jedoch Gleichung (14.30) verwenden, um einen approximativen Ausdruck fiir
die Streuamplitude zu erhalten: f(k,k’) zu erhalten:

1 2m St - m
/ 3./ ik’ -x 2 2\ ik-x
fkk)=———5 [ d’z'e V(Vb2+27)e exp[ Zk/

Z/

V(b2 + 272) dz”]
(14.63)

wobei wir 2z’ zu X’ im Exponenten ergénzt haben, da dies nicht gross ins Gewicht fallt. Die
Streuampltiude entspricht genau der in der ersten Born’schen Naherung erhalten Streuampltiude
mit einem von V abhéngigen Exponentialterm. Das dreidimensionale Integral 16st man indem
man in Kugelkoordinaten d®z’ = bdb d¢y, dz’ iibergeht und bemerkt, dass

(k—K)-x'=(k—K)-(b+22)~—K b, (14.64)

wo wir verwendet haben, dass k L b und (k — k) - 2z ~ O(6?) womit es fiir kleine Streuwinkel ¢
vernachlassigt werden kann. Ohne die Allgemeingiiltigkeit des Modells zu beeintréachtigen, wahlt
man als Streueebene die xz-Ebene und verwendet weiterhin

k' b = (ksin(0)Xx + k cos(0)z) - (bcos(gp)X + bsin(¢p)y) == kb cos(edp). (14.65)
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Damit folgt fiir den Ausdruck (14.63):

f (K k)= S 2m / : depy, e~ Hb0cos b / o dz Vexp / ) Vdz (14.66)
’ 47'(' hQ 0 0 —c0 hzk ' '

Im néchsten Schritt verwendet man die Identitat
2
/ dgy e~ Rbeos(@0) — o7 Jo (kbh), (14.67)
0

wo Jy eine Besselfunktion ist. Weiterhin gelte

e’} : z ﬁzk : z
/ szexp[—;iZZ/ de/] :Zmexp[—g/ de’]

ih’k im
_mexp[ th/ de]

Fiigt man diese Resultate zusammen, erhélt man folgende Streuamplitude:

Z=00

>~

p=moc (14.68)

f(k,K) = —ik /0 Sdbb Jo(kb0)[e2A®) — 1] (14.69)

Mit dem Formfaktor

e 2 12
_ 2h%/ VI 1 22)dY (14.70)

welches die Information {iber das Potential enthélt. Man fixiert im Formfaktor den Einschlagspa-
rameter b (wird von der Mitte des Streuzentrums aus gemessen) und integriert iiber die Gerade
z (der geraden Trajektorie), wie in der Abbildung (14.5) gezeigt.

Der Unterschied zwischen der Eikonal- und Born’schen-Approximation ist hier nochmals tabel-
larisch aufgefasst:

Born-Approximation Eikonalapproximation

einzelne Harte Streuprozesse viele weiche Streuprozesse

Grosser Impulsiibertrag bei jeder Streuung | kleiner Impulsiibertrag bei jeder Streuung
Potential klein V2 <« V Energie gross £ > V aber Potential nicht klein
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